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Chapitre 0.: Introduction

Introduction

Des feuilletages holomorphes de (C?,0) singuliers & ’origine.

Nous nous intéressons aux germes de feuilletages holomorphes singuliers F,,
de (C2,0) définis par un germe de 1-forme holomorphe w possédant un zéro
isolé a Porigine. Parmi ceux-ci nous ne considérons que les feuilletages non di-
critiques. Parmi les problématiques naturelles associées a I’étude de tels objets
nous distinguons les suivantes :

1. Quels sont les espaces des modules ainsi que leurs structures (topologique,
analytique, formelle,...), comment ces espaces varient par déformation ?

2. Etant donnée une liste d’objets caractéristiques (invariants analytiques,
topologiques, formels...), existe-t-il un feuilletage qui les réalise ? Est-il
unique ?

Rappelons que de tels feuilletages F,,, et F.,, sont analytiquement, resp.
topologiquement, resp. formellement conjugués s’il existe un difféomorphisme
analytique, resp. topologique, resp. formel ® de (C2,0) tel que ®* (F,,,) = Fu,
(i.e. le pull-back d’une 1-forme wq qui caractérise le feuilletage F,,, par le dif-
féeomorphisme ® est une 1-forme wq qui définit le feuilletage Fy, ).

On connait les réponses a ces questions pour les singularités réduites (Brunjo,
Dulac, Ecalle, Malgrange, Martinet, Poincaré, Ramis, Siegel, Voromin, Yoc-
coz,...) ainsi que pour les singularités nilpotentes ( Berthier, Cerveau, Meziani,
Moussu, Sad,...). Mais pour les autres singularités, ces problémes restent entiers,
méme "génériquement".

Un résultat essentiel dans I’étude des feuilletages est 'unicité de la désingu-
larisation par éclatements (Seindenberg [Sei], Mattei, Moussu [Mat-Mou]) qui
permet d’associer a une singularité de feuilletage une unique variété de dimen-
sion 2, germifiée le long d’un diviseur, feuilletée par un feuilletage ne possédant
que des singularités réduites. Bien que cet outil "simplifie" le probléme, il ne le
résout pas pour autant.

On aborde difféeremment la question. Au lieu de considérer tous les feuil-
letages, on étudie les germes de déformation d’un feuilletage F donné, pour les
relations d’équivalence correspondantes a la conjugaison formelle, resp. analy-
tique, resp. topologique des germes de déformation. Cette démarche revient intu-
itivement, & ne s’interesser qu’aux feuilletages proches de F. On dit qu’un objet
qui reste constant tout au long de tout germe de déformation topologiquement,
resp. formellement, resp. analytiquement, trivial du feuilletage est un f-invariant
(f pour famille) topologique, resp. formel, resp. analytique du feuilletage. On re-
marque que génériquement tout germe de déformation formellement, resp. an-
alytiquement, trivial se désingularise en famille. Les candidats géométriques a
étre des f-invariants topologiques sont :

1. L’arbre dual du diviseur de la réduction du feuilletage, pondéré par auto-
intersection et multiplicité. Il résume le type topologique de la variété
obtenue aprés réduction du feuilletage.

2. La liste des classes analytiques des points singuliers du feuilletage réduit,
chacune pondérée par la "position" des séparatrices locales relativement
aux branches locales du diviseur.



Section 0.0. : Des feuilletages holomorphes de (C2,0) singuliers B I’origine.

3. La liste des classes analytiques des groupes d’holonomie associés & chaque
composante irréductible du diviseur. Elle décrit le comportement trans-
verse des feuilles du feuilletage désingularisé au voisinage du diviseur.

On sait que pour une large classe de feuilletage (feuilletage de 2° espéce),
Parbre de résolution associé & la désingularisation du feuilletage coincide avec
celui associé a la réduction de ses séparatrices ( [Mat-Sals] et [Mat-Sals] ).
Pour les feuilletages appelés par Camacho, Neto, Sad [Cam-Net-Sad] courbes
généralisées!, non dicritiques, la donnée de I’arbre de réduction correspond a la
donnée topologique de I'union des séparatrices.

Génériquement, le groupe d’holonomie, associé & chaque composante qui
porte au moins trois singularités, est rigide [Cer-Mou] pour la rigidité formelle/-
analytique dans le sens suivant : Toute conjugaison topologique, resp. formelle,
de tels groupes est automatiquement holomorphe.

Il reste & comprendre comment interagissent ces 3 f-invariants entre eux et
s’ils sont les seuls.

Nous dirons qu’une défomation, resp. un déploiement, est SL-équisinguliére
si elle se désingularise en famille et si chacune de ses fibres posséde les mémes
f-invariants.

J.F. Mattei et E. Salem ont étudié ce probleme dans le cadre de petites
déformations (i.e. de germes de déformations). Génériquement, ils ont résolu
la problématique liée a la recherche des f-invariants dans le cadre topologique
[Mat4], analytique [Mat-Saly] et formel [Mat-Sal;]. Ils donnent aussi la dimen-
sion ainsi que la construction de I'espace universel des feuilletages pour chacune
de ces trois équivalences (lorsque ces espaces sont de dimension finie) :

Théoréme I? [Mat-Saly] Soit w une 1-forme quasi-hyperbolique®, non dé-
générée. Il existe une déformation @ de w d’espace des paramétres

Q= (CTH),0)

qui est universelle Sl-équisinguliére dans le sens suivant :
— Pour chaque déformation SL-équisinguliére n d’espace de parametre (CP,0)
il existe un germe d’application analytique A : (CP,0) — Q et une famille
analytique (P¢)ie(cr,0) de germes de difféomorphismes holomorphes de
(C2,0) qui, pour tout t suffisamment petit, conjugue les feuilletages sur
(C% x {t},(0,t)) donnés par n, et par W) De plus, la factorisation X
est unique.

Théoréme II* [Mat-Sal,] Une déformation d’une 1-forme quasi-hyperbo-
lique générique est topologiquement triviale si, et seulement si, elle est induite
par un déploiement équisingulier.

1Un germe de feuilletage singulier de ((CQ7 0), non dicritique, est appelé courbe généralisée
si son feuilletage réduit ne posséde pas de singularité de type noeud-col.

2Cf. [Mat-Sal] p. 137 Theorem A.

3Une 1-forme w est quasi-hyperbolique si le diviseur D, (associé a la désingularisation du
feuilletage) est un Fw-invariant et si tous les points singuliers réduits portés par le diviseur
sont de type selle.

1Cf. [Mat-Sal1] p. 137 Theorem B.

10
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Théoréme III °[Mat-Sal;] Soit w une 1-forme quasi-hyperbolique généri-
que. Il existe une déformation SL-équisingulicre &' de w d’espace des paramétres
T ~ ((CT(”), 0), qui est top-universelle Sl-équisinguliére dans le sens suivant :

— Pour chaque déformation SL-équisinguliére n d’espace de paramétre (CP,0),

il existe un germe d’application analytique p: (CP,0) — T et une famille
analytique (®t):e(cr,0) de germes d’homéomorphismes de (C2,0) qui, pour
tout t suffisamment petit, conjugue les feuilletages sur (C? x {t},(0,t))
donnés par n, et par ‘D/A(t)' De plus, la factorisation u est unique et @’
est unique & conjugaison analytique prés.

Une définition des entiers 7 et § est donnée dans [Mat-Saly]. Nous rappelons
ici :

5(“):ZWEN

c

ou ¢ décrit ’ensemble de tous les points singuliers (0 inclus) qui apparaissent
dans la réduction de F,, et v, est la multiplicité algébrique du feuilletage au
point c, et

T(w) = dim@Hl(U,Tﬁw) € NUoo

ot U est un recouvrement adapté du diviseur exceptionnel D, et Tz est le
faisceau quotient donné par la suite exacte courte :

O—>X]t-w—>l5’]t-w—>7}j-w—>0

avec Xz le faisceau de base D,, des champs tangents a F.etB 7 le faisceau de

base D,, des champs basiques de F,, (leur flot laisse Fo invariant). Nous appelons
type modulaire analytique du feuilletage ”"1’entier” 7+ 0 € N U oo (toujours sous
Ihypothése de quasi-généricité). Lorsque cet entier est nul, tout germe de dé-
formation SL-équisinguliére est analytiquement trivial. Ces théorémes donnent
tout son sens & la notion de déformation SL-équisinguliére puisque cela signifie
fixer une partie de la topologie du feuilletage.

On se pose alors un probléme complémentaire : Ces trois f-invariants (définis
au-dessus) se "suivent” bien par déformation équiréductible, puisque 'on peut
suivre les points singuliers réduits aprés désingularisation. Mais ces invariants
ne peuvent pas étre définis sans ambiguité pour deux feuilletages, si 'on ne
se donne pas une déformation SL-équisinguliére qui les relient. En effet 'arbre
dual ne permet pas de distinguer deux points singuliers lorsque, en ces points,
les feuilletages sont conjugués (par exemple le double cusp). On perd aussi
I'information sur les générateurs du groupe d’holonomie. Pour résoudre cette
ambiguité, nous allons définir, au chapitre 1, une notion de singularité marquée.
Les f-invariants sont, dorénavant, appelés invariants SL (SL pour Semi Locaux),
car nous ne pouvons plus nous appuyer sur la notion de famille pour les définir.

On peut alors parler de la SL-équivalence entre deux singularités marquées
et poser le probléme suivant qui est 'objet de cette Thése :

”deux singularités marquées SL-équivalentes w et w’ sont-elles reliables par
une famille w;, holomorphe par morceaux, & type SL constant ot wy = w et
wy = o'

5Cf. [Mat-Sal1] p. 139 Theorem C.

11



Section 0.0. : Des singularités marquées (Chapitre 1).

Des singularités marquées (Chapitre 1).

Fixons F un germe de feuilletage singulier de (C2,0) qui nous servira de
feuilletage modeéle. Nous dirons qu'un germe de feuilletage F,,, de (C?,0) est
marqué (Définition 1.1.1, Définition 1.2.1) par Fy si :

1. Il existe un homéomorphisme préservant ’orientation entre les diviseurs
D, et Dy associés a la réduction de F,, et Fm qui induit unerijectign
entre les points singuliers réduits des feuilletages désingularisés F,,, et F
associés & F,, et Fu.

2. Chaque composante irréductible du diviseur D,,, est munie d’un systéme
de lacets (& isotopie prés) ”simples” qui engendre le groupe de Poincaré
de la composante privée du lieu singulier de F, .

Considérons, maintenant, deux germes de feuilletages F,,, et F.,,, & l'origine
de C2, marqués par F. De par le marquage, il existe une bijection entre les
composantes irréductibles du diviseur D,,, et celles du diviseur D,,,. On dit que
deux composantes en bijection sont liées par le marquage. Nous dirons que ces
deux feuilletages possédent les mémes invariants SL, ou plus simplement qu’ils
sont SL-équivalents (Définition 1.8.1) si :

1. Pour chaque composante irréductible de D, et D,,, liée par le marquage,
il existe un homéomorphisme, préservant l’orientation, entre ces deux
composantes qui induit une bijection entre les deux systémes de lacets
provenant du marquage ainsi qu’une bijection entre les lieux singuliers
réduits des feuilletages désingularisés, pondérés par leur type analytique,
i.e. cette bijection vérifie : si deux points singuliers réduits s € ¥, et
s’ € ¥, sont en bijection alors les germes de feuilletage F,,, au point s,
et Fu,, au point s’; sont holomorphiquement conjugués par un germe de
biholomorphisme qui, de plus, identifie les germes des composantes irré-
ductibles de méme auto-intersection des germes de diviseurs (D, s) et
(le ) S/)'

2. Entre deux composantes irréductibles des diviseurs D, D, , liées par
le marquage, les générateurs des groupes d’holonomie, associés aux lacets
provenant des marquages, sont analytiquement conjugués par un méme
difféomorphisme de conjugaison.

Nous dirons que deux feuilletages ‘7-1{,\;1 et .7-2{,\:1 marqués par F,, sont faible-
ment SL-reliés (Définition 1.3.3) s’il existe une collection de germes de feuil-
letages holomorphes singuliers de (C2,0), F21, i = 0,...,n, marqués par Fn

wi )
avec f‘f};‘ = .7:‘{,\;1 et fd,\f = fé‘;‘ telle que :

1. Pour chaque i = 0..n, il existe une déformation SL-équisinguliére 7, de
Fa, de parametre un voisinage de [0, 1] dans C telle que sa fibre en 1 est

le feuilletage Fz,,, et qui vérifie :

(a) Si D € Dg, et D' € Dg,,, sont liées par le marquage alors elles
sont contenues dans une méme composante irréductible globale du
diviseur, associé a J,, .

(b) Sise Xy, et s’ € Xg,,, sont mis en bijection par la relation de mar-
quage alors ils sont contenus dans une méme composante irréductible
globale du lieu singulier de ..

12
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Nous montrons (corollaire 1.4.8) que si deux germes de feuilletages }",j}g‘ et
f;\f‘ marqués par F sont SL équivalents, alors il existe un homéomorphisme
H:D,, — D,, entre les diviseurs des réductions de wg et w1, qui est compatible
au marquage et qui est de plus holomorphe lorsqu’on le restreint & un voisinage
approprié du lieu singulier 3.

Maintenant que la problématique a un sens, énoncons le résultat principal :

Théoréme B Soient deux germes de feuilletages holomorphes F,,, et Fu,
de (C2,0), singuliers a l’origine, de 2° espéce générale, marqués par Fn. S'ils
sont SL-équivalents alors ils sont faiblement SL-reliés.

Ou nous dirons qu’un feuilletage F,, est de 2° espéce générale (Définition
0.2.2, Définition 1.4.1, Définition 1.4.2) s’il est non dicritique, et vérifie les trois
conditions suivantes :

1. Si le feuilletage posséde, dans sa réduction, des singularités de type noeud-
col alors celles-ci se situent uniquement en des points réguliers du diviseur
(associé a la désingularisation du feuilletage) et les séparatrices fortes de
ces singularités coincident avec le diviseur.

2. En chaque point singulier du diviseur D,, le feuilletage Fus est

(a) ou bien de type noeud,
(b) ou bien de type selle (résonnante ou non ) linéarisable,

(c) ou bien de type selle résonnante non linéarisable et le chapelet de
spheéres associé a cette singularité ne posseéde pas d’autre automor-
phisme que l'identité (Cf. §5).

3. En chaque point régulier du diviseur D, et singulier du feuilletage Fu
ou la singularité est de type noeud-col snc (i.e. la variété faible diverge),
I’holonomie de la variété forte posséde un chapelet de sphéres dont le seul
automorphisme est I'identité.

Cette notion est précisée au chapitre I.

Nous dirons que deux feuilletages .7-"1,\;’ et f‘ﬁ\f marqués par JF, sont SL-
cobordants (Définition 1.3.4) s’il existe un déploiement SL-équisingulier F;, de
Fuo de parametre un voisinage de [0, 1] dans C de fibre en 1 le feuilletage F,,
et qui vérifie :

(a) Si D € D, et D' € D, sont lites par le marquage alors elles sont
contenues dans une méme composante irréductible globale du diviseur,
associé au déploiement J,.

(b) Si s € 3, et s’ € %, sont mis en bijection par la relation de marquage
alors ils sont contenus dans une méme composante irréductible globale du
lieu singulier de F,.

L’intérét de la différenciation entre déformation et déploiement est évident
au vu des Théoremes I, II, III de Mattei-Salem enoncés ci-dessus. Nous avons
été amené & démontrer le résultat suivant :

Théoréme A Soient deuxr germes de feuilletages holomorphes F,, et F,,, de
(C2,0), singuliers a l'origine, non dicritiques, marqués par Fu, SL-équivalents.
Alors il existe un germe de feuilletage F,, du méme type, marqué par F,
SL-équivalent a F,,, qui vérifie :
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Section 0.0. : De Papplication (Chapitre 4).

1. Les feuilletages F.,, et F., sont SL-cobordants.

2. Il existe un biholomorphisme du diviseur associé a la désingularisation
de F., sur celui associé & la désingularisation de F,, qui induit une
bijection ”compatible” avec les deux systémes de marquage par F, de ces
feuilletages.

De l’application (Chapitre 4).

Une application simple de ce théoréme concerne les feuilletages de 2° espéce
dont le type modulaire® au sens de Mattei [Mat-Sal;] est nul. Nous appelons
de tels feuilletages, feuilletages de 2° espéce simples. Fixons un tel feuilletage
Fuo. Lorsque le feuilletage F,, est une courbe généralisée, de type modulaire nul,
alors la courbe sep(w), dont les composantes irréductibles sont les séparatrices
de w, est une singularité simple au sens d’Arnol’d [Arn;]. Lorsque le feuilletage
F. est seulement de 2° espéce, la courbe sep(w) peut posséder des composantes
irréductibles formelles divergentes. Dans ce cas, on peut voir que le polyndéme de
Taylor P de ’équation de 'union des séparatrices formelles, tronqué & un ordre
suffisamment grand, est une fonction simple au sens d’Arnol’d. Dans les deux
cas, Mattei démontre que le type modulaire de P, m(P), et 'entier 0 (w) , défini
dans [Mats], sont égaux. De plus, sous 'hypothése de 2° espéce, nous vérifions
facilement que si lentier § (w) est nul alors entier 7 (w) Pest aussi. Ainsi, nous
dirons que le feuilletage F,, est du type A, resp. D, resp. Eg, resp. E7, resp. Eg
si le polynéme de Taylor P de ’équation de 'union des séparatrices formelles,
tronqué & un ordre suffisamment grand, est de type d’Arnol’d A, resp. D, resp.
FEg, resp. E7, resp. Eg. L’arbre de résolution du feuilletage étant identique a
Parbre de réduction de ses séparatrices, celui-ci est connu [Chapitre 4] : 11 est
constitué d'une composante irréductible de valence” 3, d’'une ou deux branches
mortes et d'une a trois séparatrices. Fixons F,, et F,, deux feuilletages de 2°
espéce, simples, du méme type A, D, Eg, Fr, ou Eg. S’attribuer un marquage
par F, du feuilletage F,, est équivalent a se donner :

1. Un homéomorphisme (& homotopie prés) préservant I'orientation entre les
uniques composantes irréductibles de valence 3 des diviseurs D,,, et D,
qui induit une bijection entre les points singuliers portés par ces compo-
santes, pondérés par le type analytique du germe des feuilletages réduits,
en ces points, associés a F,, et & F,, .

2. Un systéme de lacets ”simples” sur I'unique composante irréductible de
valence 3 du diviseur D,,, qui géneére le groupe de Poincaré de cette com-
posante privée des 3 points singuliers du feuilletage.

D’aprés les théorémes I et III de Mattei-Salem [Mat-Saly], les feuilletages
simples étant de type modulaire nul, cela signifie que deux tels feuilletages sont
SL-reliés si, et seulement si, ils sont analytiquement conjugués. Ainsi, par le
théoréme B, deux feuilletages marqués, simples, de 2° espéce, SL-équivalents
sont analytiquement conjugués.

De I’étude de la SL-équivalence des feuilletages F,,, et F,,, marqués par le
feuilletage F.,,, nous obtenons les théorémes suivants. Notons P (1) Ja composan-

6Le type modulaire d'une 1-forme w est l'entier § (w) donné dans le Théoréme I de
Mattei-Salem.

"La valence d’une composante irréductible du diviseur est le nombre de points singuliers
du feuilletage réduit portés par la composante.
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te irréductible de valence 3 du diviseur D, et {sﬁ”, Sg), sgi)} les trois points

singuliers du feuilletage portés par cette composante, ¢ = 0, 1.

Théoréme 0.0.1 (Théoréme C) Soient F,,, et F,, deux feuilletages singu-
liers de (C2,0) de 2° espéce, simples.

1. Supposons ces deux feuilletages de méme type Aay, ou Eg, ou Eg.
Alors ils sont analytiquement conjugués si, et seulement si, il existe un
germe de biholomorphisme ® : (T(©,¢(©) — (TMW ¢ qui conjugue les
germes de difféomorphisme d’holonomie hgo) et hg-l), 7=1,23.

2. Supposons ces deux feuilletages de méme type Asn_1, ou Er, ou de 2° espéce
générale de type D.

Alors ils sont analytiquement conjugués si, et seulement si, les deux con-
ditions swivantes sont satisfaites :

(a) 1T existe un germe de biholomorphisme ® : (T, ¢(®) — (T ¢™M)
qui conjugue les germes de difféomorphisme d’holonomie h;o) et h;l),
J=123;

(b) Les valeurs propres de la partie linéaire des champs de vecteurs as-

(0) (1

5 etsj sont

sociés aux germes de feuilletages réduits aux points s
égaux, 7 =1,2,3.

Dans ces assertions, nous utilisons les notations suivantes :

1. (a) On a fait le choix d’une réindexation (i.e. d’'un marquage) des singu-

larités sgl) de sorte que les points singuliers 350) et 351) sont portés
par des composantes irréductibles de méme auto-intersection. Dans
le cas ou les feuilletages sont du type Aan, Dony1, Eg, Er, Egily a

unicité de cette réindexation.

2. Le germe (T(i), q@) est un germe de transversale, en un point régulier, a
la composante P, i =0, 1.

3. Les lacets (’ygi), q(i))j:1,273 sont un systéme de lacets simples générateur
du II; de la variéte P — {sgi),sg), sgi)} , i =0,1, de sorte qu'il existe
(0)

J
induit une bijection entre les deux systémes de lacets : g% (y

j=1,2,3.

) = 351) qui

0y _ M
J )_’Y]a

un unique homéomorphisme ¢ : PO — P vérifiant g(s

@)
J
du feuilletage réduit associé a F,, le long du lacet ~
transversale (T, ¢®),i=0,1,j =1,2,3.

(1)
J
calculé sur la

4. L’application k"’ est le difféomorphisme d’holonomie de la singularité s
()

J

Théoréme 0.0.2 (Théoréme D) Soient F, et F., deux feuilletages singu-
liers de (C2,0) , simples, de 2° espéce de type A, Eg, Er, Fg, resp. de 2° espéce
générale de type D, tels que le groupe d’holonomie de l'unique composante de
valence 3 est rigide.

Si les germes de feuilletages F.,, et F., sont formellement conjugués alors
ils le sont analytiquement.
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Section 0.0. : De la démonstration du Théoréme A (Chapitre 2).

Les singularités définies par un germe de 1-forme w de 1-jet non nul sont
appelées nilpotentes lorsque la partie linéaire du champ associé est du type

01

0 0
de type A. De plus, elles sont étudiées a type formel fixé, nous avons ici des
hypotheéses ”plus faibles”, nous demandons seulement :

. Ces singularités sont toutes des singularités simples, de 2° espéce

1. Dexistence d’une conjugaison formelle entre les séparatrices formelles des
feuilletages F.,, et Fo,,

2. I'égalité des valeurs propres de la partie linéaire des champs de vecteurs
associés aux feuilletages wa|<M (m) et lel(M S(])), pour tout j =

wg S w159,
1,2,3.

Nous retrouvons, alors, les résultats classiques concernant les singularités
nilpotentes obtenus par Berthier, Cerveau, Meziani, Moussu, Sad dans [Cer-Mou],
[Ber-Mez-Sad], [Mezz].

Nous poursuivons cette introduction en donnant les idées principales des
démonstrations du Théoréme A et du Théoréme B.

De la démonstration du Théoréme A (Chapitre 2).

Nous notons F, . le feuilletage réduit associé a la réduction du feuilletage
Fuoiy (M, Dy,) le germe de variété, le long du diviseur D,,, associé & cette
réduction et ¥, les singularités réduites du feuilletage F.,,, ¢ = 0,1, 2.

Les feuilletages F.,, et F., étant tous deux marqués par F, il existe un
homéomorphisme ¢ : D,,, — D,,, compatible au marquage par F tel que :

1. L’homéomorphisme ¢ induit une bijection entre les deux systémes de lacets
dus aux marquages par F des feuilletages F,,, et F,, .

2. Le marquage de F,, par F,, induit par ¢ composé avec le marquage de
Fuo par F donne le marquage initial de F,,, par F.

Nous montrons 'existence du déploiement SL-équiréductible F,, de F,, de
parameétre (C, [0, 1]) tel que la fibre en 1 de ce déploiement est le feuilletage F,,
cherché.

Remarquons que ce déploiement, F,, étant SL-équiréductible, le marquage
de F., par Fg induit un marquage canonique de chacune des fibres de F,, par
F=, en particulier de sa fibre en 1. Le marquage du feuilletage F,,, est donc
induit par la construction.

L’idée de la construction est de modifier, de maniére continue, la structure
holomorphe de l'espace (C2 x C,0 x [0,1]) muni du déploiement trivial F,,, X
(C,[0,1]), puis de redresser cette structure pour obtenir le déploiement F,, cher-
ché. Nous travaillons sur la cime de I'arbre de résolution (M,,, x C, D,,, x [0, 1])
associé a la réduction du feuilletage F,,, x P, ou P = (C, [0, 1]). Nous démon-
trons Vexistence (Définition 2.2.1, Proposition 2.2.2) d’une structure holomor-
phe, a priori différente de la structure standard, notée A7 . p, sur la variété
(Mg, X P, Dy, x P) qui vérifie :

1. la seconde projection canonique pro : (Mg, X P, Dy, X P) — P est holo-
morphe pour cette structure,

2. le deploiement produit F,, x P sur 'espace ((Muw, X P, Dy, X P), A2, . p)
est encore un feuilletage holomorphe, (Proposition 2.2.3),
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3. l'existence d’un biholomorphisme ¢ : (D, X P, AgoxPlDwoxP)lpr;‘(l) —
D,,, compatible aux marquages par F des feuilletages F,,, x 1 et F,, , ou
D,,, est muni de sa structure holomorphe naturelle, (Proposition 2.2.4),

4. Vespace (M, , D,,,) muni de sa structure holomorphe naturelle et la var-

iete (Muw, X P, Duy X P), A¢ . p) s (o) Sont biholomorphes.

Le théoréme de Grauert a parameétre, (Théoréme 2.3.1, dont une référence
se trouve dans [Mat]), qui affirme l'unicité de la structure holomorphe des
voisinages des espaces projectifs complexes, de dimension 1, d’auto-intersection
-1, induit 'existence :

1. D’une variété germifiée (M, D) provenant d'une succession finie d’écla-
tements de centre des courbes lisses et étales au-dessus de P, de base
(C% x C,0x [0,1]) munie de sa structure holomorphe naturelle, notée A*¢.

2. D’un biholomorphisme H : ((M, D), A**) — ((Muw, X P, Dyy xP), A2 p),
fibré au-dessus de I'espace de parameétre P, dont la fibre en 0, H|-1(q), est
lidentité (en vertu de la propriété 2. ci-dessus) ou 7 : (M, D) — P est la
projection naturelle induite par cette construction.

La variété (M, D) est "naturellement” munie d'un feuilletage holomorphe de
codimension 1, F,, = H*(F.,, x P), qui est un déploiement du feuilletage F,, de
parametre (C,[0,1]). Par collapsages® successifs des composantes irréductibles
du diviseur D, nous obtenons le déploiement F,, de F.,, de parameétre (C, [0, 1])
le long de (0 x C,0 x [0,1]) qui est, par construction, SL-équiréductible.

Pour finir la démonstration du théoréme A, il faut expliciter la construction
de la structure holomorphe AZ, | p sur la variété (M., x P, D, x P). Cette
démonstration n’est pas naturelle, elle passe par 'édification d’'un germe de
variéte, notée (M$%, D%), fibrée au-dessus de P, dont la fibre en 0 est l'espace
(Mg, Duy ), la fibre en 1 est Pespace (Mo, , Doy, ). De plus, le germe de variété
(M%, D%) est C*°-diffeomorphe, par un difféeomorphisme G, a l'espace (M, X
P,D,, x P) muni de sa structure analytique naturelle. L’existence de cette
variété est démontrée de la maniere suivante.

De par le corollaire 1.4.3, il existe un homéomorphisme ¢ : D,,, — D,,
compatible aux marquages par F des feuilletages F,,, et F.,,, globalement C*>
et qui est biholomorphe au voisinage des points singuliers du feuilletage réduit
Fuoo-

Nous édifions, alors, le diviseur D% et 'application ¢% : Dy, x P — D% :
lorsque le diviseur D,,, est réduit & un unique projectif, 'espace D% est triv-
ialement P! x P. Par contre, un théoréme d’intégration de type Alhfors-Bers
[Ahl] (Théoréme 2.1.7) est nécessaire pour démontrer l'existence d’une appli-
cation, fibrée au-dessus de P, % : Dy, x P = P! x P — D% = P! x P qui
est un C*°-difféomorphisme global, un biholomorphisme au voisinage de cha-
cune des composantes irreductibles de ¥, x P, vaut 'identité au-dessus de O
et ¢ au-dessus de 1. Lorsque le diviseur D,,, posséde plusieurs composantes
irréductibles, nous scindons cet espace en composantes irréductibles, nous ap-
pliquons le raisonnement précédent sur chacune de ses composantes et recollons
le tout. Il n’y a plus de réelles obstructions. (Lemme 2.1.5)

Nous finissons cette construction en démontrant 'existence de la variété

%, par récurrence sur le nombre de composantes irréductibles du diviseur

8TLe théoréme de Grauert précédent assure la cohérence de cette construction (Corollaire
2.3.2.).
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Section 0.0. : De la démonstration du Théoréme B (Chapitre 3).

D, : lorsque le diviseur D,,, est réduit a un projectif, I’espace M% n’est autre
que C2 x P ou C? est l'éclaté de €2 en 0. Nous poussons la récurrence par
éclatement des courbes (lisses et étales au-dessus de P) ¢%( Xy, X P). (Lemme
2.1.2).

La variéte (M%,Dp) construite, il est facile de définir Patlas AZ, , p sur
Pespace (M., X P, D,,, X P) au moyen des projections canoniques et de 1’appli-
cation G de sorte que le difféeomorphisme G devienne holomorphe sur le diviseur

b et que la variété (Mo, X P, Dy, X P), A2, . p) vérifie les 4 assertions énoncées
précédemment.

Enfin, remarquons que 'assertion 2 du Théoréme A est réalisée par 'appli-
cation @ o Hz—1(1y : (D, A**) — D, qui est un biholomorphisme compatible
avec les marquages par F des feuilletages Fyr—1(1) et Fu,. (§ 2.3.1)

De la démonstration du Théoréme B (Chapitre 3).

Nous avons été amené, dans la démonstration de ce résultat, & comprendre ot
sont les obstructions & obtenir de déploiement SL-équiréductible qui relierait ces
deux feuilletages. En effet, sous les hypothéses de ce théoréme, si nous supposons,
de plus, que pour chaque point singulier de type non noeud-col, & holonomie
linéarisable, resp. chaque point singulier de type noeud-col snc?, du feuilletage
réduit F,,,, le centralisateur du difféomorphisme d’holonomie, de cette singular-
ité, est généré par le difféeomorphisme d’holonomie, alors les feuilletages F,, et
Fu, sont SL-cobordants. Ainsi, I'obstruction & obtenir des déploiements se lit,
dans I'étude du groupe quotient du centralisateur de ’holonomie par le difféo-
morphisme d’holonomie, pour chaque point singulier du feuilletage réduit F,, .

Remarquons qu’en utilisant le Théoréme A, le Théoréme B se raméne &
la problématique suivante :

Lemme Clé Bl Soient deux germes de feuilletages holomorphes F,, et
Fu, de (C2,0), singuliers a l'origine, de 2° espéce générale, marqués par Fe,
SL-équivalents. Si il existe un biholomorphisme ¢ : D,,, — D,,, compatible aux
marquages, alors ces deux feuilletages marqués sont SL-reliés.

Avant d’ébaucher cette démonstration, nous devons définir certaines no-
tions :

Notons Comp(D,,,) l’ensemble des composantes irréductibles du diviseur
D, . Nous appelons recouvrement adapté, (Cf. Chapitre 0) noté

(Mwo ) Ui)ieZwO UComp(Dug)

de la variété germifice (M, , Dy, ), tout recouvrement ouvert qui vérifie :
1. L’ensemble (Ui)iGZwOUCOmp( D.,) est un recouvrement ouvert du diviseur
D,,, ne possédant pas d’intersection 3 & 3.
2. Lorsque ¢ € 3,,, 'ouvert U; est un voisinage de la singularité ¢ dans D,,,.
3. Lorsque i € Comp(D,,,), 'ouvert U; est I'ouvert i — X, .

Fixons (Muqg, Ui)ies, ucomp(p.,, ) W0 recouvrement adapté du germe de var-
“0 “o
iete (Mg, Disg )-

9Ct. 0.2.1 Singularités réduites
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Pour chaque ouvert U;, ¢ € X, U Comp(D,, ), nous allons considérer des
sous-groupes du groupe Dif f (M., ,U;) des germes de biholomorphismes, le
long de U;, ® : (My,,,U;) — (Mu,,U;), définis sur un voisinage de U; dans
M., qui vérifient @ (U;) = U;. Observons que nous n’exigeons pas que la re-
striction de @ a U; soit I'identité. Le premier sous-groupe considéré est le groupe
des automorphismes du feuilletage fw0|( Mag,Us)? noté Aut(}'wol( Mao Us) ), com-

posé de ’ensemble des biholomorphismes de (M., ,U;) qui laissent globalement

invariant le feuilletage ; i.e. si ® € AUt(fwol(MwO,Ui)) alors ®* (fwol(Mwoan)) =

f

wo
toute particuliére par la suite :
— Le sous-groupe Fiz(F,

b.)(]l

(Mag Ui Deux sous-groupes de Aut(.?’:"wol( MWO,U;)) auront une importance

i

( MWO,U,;)) composé des germes de biholomorphi-

smes qui valent I'identité sur ”I'espace des feuilles” associé au feuilletage
réduit wal(Mmei).

— Le sous-groupe Autg(F,

wol( MuO’U'L')) composé des germes de biholomorphi-

smes qui valent 'identité sur U;.

Remarquons que U — Auto(fwol( M U)) forme un faisceau de groupe alors
wQ

que U — Aut(ﬁw(}l( M U)) ne peut étre considéré comme un espace de section
wos
d’un faisceau, I'application de restriction n’étant pas définie, c.a.d. si V. C U et
D e Aut(}"w()l( M U)) alors @y, n’envoie pas forcement 'ouvert V' sur lui-méme
wos

(Paragraphe 3.1).

Revenons & la démonstration. Notons Y x Comp(Dy) = {(i,7) /i € 5} C
Y% X Comp(Dg). Nous définissons (Paragraphe 3.2.1) la notion d’extensions
locales adaptées a ¢ et au recouvrement U qui est une collection

= ((f(ij))(i,j)GZWQComp(Dw) ’ (f]) jGC'Omp(Dw))

ou sur chaque ouvert (M,,,,U;), | € 2., U Comp(D,,), le germe de biho-

lomorphisme f; est une extension du biholomorphisme ¢, qui conjugue les
feuilletages fw0|( MagU2) et F (Mo (U0 A cette collection nous associons
un nouvel ensemble, que nous appelons quasi-cocycle du couple (.7-";\(’]‘, U) et que
nous notons 9(p), qui est la collection :

8(@) = (((/)i)iGSing(Dw)? (¢ij)(i,j)ezw>“<comp(pw)) )
avec :
— ¢ = f(;jl) o fury ot i € Sing(Dx), j,k € Comp(Dg) et i = jN k.
~ iy = f; "0 fij) ot (i, §) € SwxComp(Dsp).
Nous dirons que le quasi-cocycle 9(p) est de quintessence s’il vérifie :

1. pour chaque i € Sing (D), le germe d’automorphisme

d)i : (Mwmgwo (Z)) - (Mwoﬁgwo (Z))

est un élément de Fix (.7: oI(Mwo,owo(i))) .

w

Nous démontrons alors (Paragraphe 3.2.2) la proposition suivante :
” Considérons deux germes de feuilletages holomorphes F)* et 7 de (C2,0),
singuliers a l'origine, de 2° espéce générale, marqués par F,, SL-équivalents tels
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qu’il existe un biholomorphisme ¢ : D, — D,,, compatible!’ aux marquages.
Alors il existe toujours une collection p d’extensions locales adaptées a ¢ et au
recouvrement U telle que 9(p) est un quasi-cocycle de quintessence du couple
( f‘ﬁ\;l , u) .”

Ces extensions sont construites (Lemme 3.2.2) au moyen des lemmes d’exis-
tence de Mattei-Moussu [Mat-Mou], de Meziani [Mezs]|, ainsi que par des tech-
niques de prolongement holonome. Nous considérons par la suite g la collection
d’extensions locales que nous avons construit.

Nous prouvons (Paragraphe 3.1.2), sous les hypothéses du lemme clé B1,
que tout élément ¢;, ¢;; € (p) est holomorphiquement isotope a I'identité. La
méthode utilisée pour construire les extensions locales, nous permet d’obtenir
de plus l'existence des germes de biholomorphisme (provenant des isotopies)
suivants :

1. pour tout ¢ € ¥, il existe un biholomorphisme
D, (M, X C,i x[0,1]) — (M, x C,ix[0,1])

fibré au-dessus de l'espace des parametres P = (C, [0, 1]), appartenant au

groupe Fim(fwd(./\/lwo,i) x (C,[0,1])) dont la fibre en 0 vaut l'identité et

la fibre en 1 vaut ¢;, ou .7:"w0| ( ) % (C,[0,1]) désigne le déploiement

Mgyt
constant de parametre (C, [0,1]) le long de (0 x C,0 x [0, 1]) du feuilletage
Fronl (M)’

2. Pour tout i € X, j € Comp(Dy,), 1 € j, il existe un biholomorphisme
CI)i,k : (Mwo X Cv (Uz N Uk) X [07 1]) - (Mwo X (Ca (Ul N Uk) X [07 ID

fibré au-dessus de I'espace des paramétres P = (C, [0, 1]), appartenant au

o cste
groupe Aut( (wal (M U-OUI\)) ) dont la fibre en 0 vaut l'identité et
wo UiNUg
- cste

la fibre en 1 vaut ¢,;, ol (fwol( M UiNUy ) désigne la déformation
constante de paramétre (C, [0, 1]) le long de (0 x C,0x [0, 1]) du feuilletage

fw0|(MwO,U,ﬂUk)‘
Nous démontrons, de plus, que lorsque 7 est un point singulier de type noeud-
col sc!'!, ou lorsque I’holonomie associée a ce point singulier est non linéarisable,
alors tout élément de Autg ('7:&10|( MWO,U,:OUR‘)) est holomorphiquement fortement

isotope & l'identité dans Fix(fWOl(MwoinmUk)).

Ces isotopies nous permettent de construire (Paragraphe 3.3.2, Paragraphe
3.3.3) une variété qui, par le théoréme de Grauert (déja cité plus haut), est bi-
holomorphe & la cime de I’arbre de réduction de la déformation SL-équisinguliére

recherchée. Cette construction se fait en deux étapes :

1° étape : construction de la déformation au wvoisinage de chaque compo-
sante irréductible (Lemme 3.3.1).

Pour chaque composante irréductible k& € Comp(D,,) du diviseur D,
nous construisons le germe de variété feuilletée (My, Dy) en recollant les ou-
verts (M, x C,U; x [0,1])ies,uk}, feuilletés par la déformation constante

0Ct §1.2.2.
1 Cf. 0.2.1 Singularités réduites
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- cste
(wal ( M%’Uﬁ_)> , au moyen des isotopies holomorphes ®; ; précédentes, le
long des ouverts (Muy, x C, (U; N Ux) x [0,1])ies, ou Sk est I'ensemble des
points singuliers du feuilletage F,,, portés par la composante k. Ces isotopies

appartenant a
7 cste
Aut( (j:w0|( Mg 7UmUk)) )

définissent un feuilletage holomorphe de dimension 1, noté Fg, sur la variété

(Mg, Dy).
2° étape : construction globale de la déformation (Paragraphe 3.5.2).

Nous contruisons la variété feuilletée (M, D) en recollant les variétés

(M, Di)keComp(Day)s

feuilletées par Fj, au moyen des isotopies holomorphes ®; précédentes, le long
des ouverts (Mg, V1(2)), (M;, Va(i)) ou i € B et Vi (i), resp. Va(i), est un voisi-
nage ouvert de la singularité ¢ dans (M, Dy), resp. (Mj, D;). La remarque clé
de cette construction est que ces isotopies appartiennent a7 F’ ix(.?’:"wol (Meg V(@) X
(C,[0,1]))” et définissent ainsi un feuilletage holomorphe global de dimension 1,
noté F, sur (M, D).

La fibre au-dessus de 0 de ces isotopies étant I'identité, la fibre au-dessus de
0 de la variété (M, D) feuilletée par F est la variété (M, , D, ) feuilletée par le
feuilletage F,,. De plus la collection des fibres en 1 de ces isotopies correspond
aux éléments de 0 (p) d’extensions locales adaptées a ¢ et au recouvrement
U , que nous avons construites. Ainsi, la fibre au-dessus de 1 de la variété
(M, D) feuilletée par F est biholomorphe, par un biholomorphisme valant ¢
sur le diviseur, a la variété (M., , D, ) feuilletée par le feuilletage F,,, .

En utilisant, une fois de plus, le théoréme de Grauert a paramétre (Théoréme
2.8.1) sur I'unicité de la structure holomorphe des voisinages d’espaces projectifs
complexes, de dimension 1, d’auto-intersection négative, nous montrons que
la variété (M, D) feuilletée par F est la cime de I’arbre de résolution d’une
déformation, par construction SL-équisinguliére, de parametre (C, [0, 1]), le long
de (0 x C,0 x [0,1]) de F,,, qui SL-relie les feuilletages marqués F,,, et F,,.

Cette construction nécessite bien deux étapes, les isotopies ®@;, © € Y, vont
de (M, x C,U; x [0,1]) dans (M, x C,U; x [0,1]), oa U; et U; sont des
voisinages ouverts, a priori distincts, du point singulier ¢ dans D,,,. Elles ne
peuvent étre considérées comme des 1-cocycles de groupe (on ne peut pas les
composer).

Signalons encore que si toutes les isotopies @; i, ¢ € X, k € Comp(Dy), i €

k, considérées ci-dessus sont des isotopies holomorphes fortes dans F’ zx(FwOl (Mo Ui ﬁUk))’

les variétés (Mg, D) sont alors construites en recollant les ouverts (M, x
C,U; x [0,1])ica,u{x}, feuilletés par le déploiement constant fWUl(Mu;O,U'i) X
(C,[0,1]). Nous obtenons ainsi un déploiement SL-équiréductible : les feuil-
letages marqués F,, et F., sont alors SL-cobordants.

Terminons par les remarques suivantes. Fixons 7 un point singulier du feuil-
letage réduit F,,, k une composante irréductible du diviseur D,,, qui porte i et h
le difféomorphisme d’holonomie du point singulier ¢ du feuilletage (Mg UinTy )

La construction de Iisotopie ®; j, (considérée dans la démonstration précé-
dente) se raméne a la construction d’une isotopie holomorphe qui relie I'identité
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au difféomorphisme [g; 1] dans le groupe quotient!? Cen(h)/ (h), ot g; » désigne
la restriction de ’application f(; ,3) o fr & une transversale Y invariante ; f(;kl) o
fr (3) = . Clest cette isotopie qui contient toutes les obstructions. En effet,
trois cas apparaissent :

1. Si gi, est une puissance relative du difféomorphisme b, ie. g = h",
n € Z, alors l'isotopie est constante. Dans ce cas, comme nous l’avons
vu, ce diffeomorphisme ne génére pas d’obstruction a la construction d’un
déploiement.

2. Si g; x est holomorphiquement isotope a l'identité dans Cen(h)/ (h), alors
cette isotopie, si elle n’est pas constante, génére une obstruction a la cons-
truction d’un déploiement mais pas a celle d’'une déformation.

3. Enfin, il se peut (pas dans les hypothéses du Théoréeme B, bien stir) que g; »
ne soit pas dans la composante connexe du groupe Cen(h)/ (h) contenant
Iidentité, dans ce cas, nous n’obtenons ni déploiement, ni déformation.
Cela apparait comme une véritable obstruction.

L’appendice sur les chapelets de sphéres correspond a 1’étude de ce probléme.
Nous sommes arrivé a la conclusion que généralement le groupe des automor-
phismes d’un chapelet est restreint & l'identité. Un objectif prochain est de
démontrer la généricité de cette assertion. Nous nous sommes aussi apercu de la
nécéssité de restreindre notre étude aux feuilletages de 2° espéce générale. En
effet, toute la construction précédente s’appuie sur la mise en place d’isotopies
reliant les ”quasi-cocycles” aux diffeomorphismes d’identité. Or le groupe des
automorphismes d’un chapelet de sphéres est généralement non connexe. Nous
ne pouvons pas passer outre ces obstructions.

Finalement, constatons que I'identité du groupe quotient Cen(h)/ (h) se re-
monte sur la transversale en un difféomorphisme qui est une puissance rela-
tive du difféomorphisme d’holonomie h, i.e. g = h™, n € Z. Ce difféomor-
phisme ¢ est la restriction d’un difféomorphisme global G : (M, U; N Ug) —
(M, Ui N U) qui vaut ” h™” sur chaque fibre d’une projection p : (My,,, U; N Uy) —
U,;NUy. Si nous considérons ’holonomie A sur la transversale ,zf1 (2), x € U;NUy,
comme le flot au temps 1, restreint & p~*(z), d'un champ de vecteurs holomor-
phes X, tangent au feuilletage, il apparait que le difféomorphisme G est le flot,
au temps n, de ce champ de vecteurs. En utilisant la méthode de la ”manivelle”,
on réalise 'isotopie holomorphe qui relie G a l'identité, i.e. G = exp(n.X) et
lisotopie est Gy = exp(tn.X) ou ¢ appartient a (C, [0, 1]).

De ’avenir

Il apparait & la suite de ce travail de nouvelles pistes de recherche. La prob-
lématique formelle associée apparait motivante, il serait intéressant de savoir
sous quelles conditions des feuilletages formels sont SL-reliés ou SL-cobordants,
resp. formellement SL-reliés ou formellement SL-cobordants. Nous pourrions
alors rejoindre les travaux de Lefloch sur la rigidité des déformations formelles.
Un autre axe de recherche est de se poser la question des conditions nécéssaires
et suffisantes a lexistence de la SL-reliabilité, resp. du SL-cobordisme, entre

2Nous notons Cen(h) le centralisateur de h, i.e. le groupe des diffcomorphismes de (C,0)
qui commutent a h.
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deux feuilletages. En effet, dans cette Thése, nous exhibons seulement des con-

PPN

de feuilletage de 2°espéce générale.
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Chapitre 0.: Germes de feuilletages holomorphes singuliers de (C2,0) (et
associés).

0 Germes de feuilletages holomorphes singuliers
de (C?,0) (et associés).

Nous rappelons dans ce chapitre les définitions usuelles concernant les ger-
mes de feuilletages holomorphes singuliers de (C2,0). Nous précisons aussi, les
notions de germe de déformation, resp. de déploiement, d’'un germe de feuil-
letage holomorphe singulier de (C2,0), d’espace de paramétre (CP,K), le long
de (0 x CP,0 x K), dans le cas ot K est un compact.

0.1 Généralités sur les feuilletages

Considérons une variété holomorphe M de dimension p. Un atlas holomor-
phe feuilleté de dimension n sur M est un atlas holomorphe A = (Un, ®,)qcr
compatible avec la structure complexe de M, tel que pour tout o € I, I'im-
age de l'ouvert U, par l'application ¢, est un polydisque de C? ~ C" x CP~"
et les changements de cartes ¢, o @51 sont du type (fop (2,v),9as (v)) avec
r = (T1,-92n), Y = (Y1,..,Yp—n) désignant les coordonnées canoniques de
CP ~ C™ x CP~™. Deux tels atlas A et A’ sont équivalents si AU A" est un
atlas holomorphe feuilleté de dimension n sur M. Un feuilletage holomorphe
régulier de dimension n sur M est la donnée d’une classe d’équivalence d’atlas
holomorphe feuilleté de dimension n sur M. Considérons un feuilletage holo-
morphe F régulier de dimension n, défini sur M par un atlas feuilleté maximal
A. Les sous-variétés y o ¢ = cste, avec (U, ¢) € A s’appellent plaques du feuil-
letage. Une feuille de F est la classe de la relation d’équivalence engendrée par :
"appartenir & la méme plaque”. Ainsi la donnée d’un feuilletage F surM in-
duit une partition de M en variétés holomorphes immergées de dimension n
qui ne sont autres que les feuilles. Nous serons amené a considérer des feuil-
letages holomorphes sur M définis par des 1-formes holomorphes. On désignera
par A}, le faisceau des germes de 1-formes différentielles sur une variété holo-
morphe M. En fait, un faisceau Ar de sous-module de A}, localement libre
de rang q, vérifiant en chaque point m de M la relation d’intégrabilite (I) :
Wl A Aw? Adw' = 0 pour tout w® € Az, et la relation de régularité (R) :
codim(A,) =qou A, = [ Ker(w), définit un atlas feuilleté : en effet,

WEAF,m

en appliquant en chaque point m le théoréme d’intégration de Frobenius, on ob-
tient des coordonnées locales telles que Az ., est engendré par dyi, .., dyp—n, Ol
p —n = gq. 1l est naturel de définir la notion de feuilletage holomorphe singulier
de codimension g sur M comme la donnée d’un faisceau de sous-module Ar de
A, localement libre de rang q, vérifiant en chaque point m de M la relation
d’intégrabilité (I). Le lieu singulier du feuilletage F est le sous-ensemble analy-
tique Sing (F) = {m € M tel que codim (A,,) # q}. En divisant localement les
générateurs de Ax ,, par le pged de leurs coefficients, on construit un feuilletage,
le feuilletage saturé de F, noté sat (F), dont la codimension du lieu singulier
est supérieure ou égale a 2. Il coincide avec F sur M—Sing (F). En quelque
sorte, le saturé de F est le "prolongement régulier maximal” du feuilletage F.

Certaines sous-variétés de M sont particuliéres pour le feuilletage F, voici
leur définition. Une variété intégrale de F, ou variété F-invariante, M’ est une
sous-variété holomorphe plongée Y : M’ — M telle que pour tout m € T(M’),
tout w € Ag m, la 1-forme Y*w est identiquement nulle. Une séparatrice S du
feuilletage F est une variété F-invariante de M qui est de plus la partie réguliére
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d’un sous-ensemble analytique fermé de M, irréductible, de codimension 1. Nous
appelons transformée stricte du feuilletage F par une application holomorphe
f: N =M et le notons f*(F), le feuilletage saturé sur N associé au faisceau
f~1 (A#) localement engendré par (f_1 (wl) Lo ft (wq)) ottw!, ..,w? engendre
Ar m lorsque celui-ci est un faisceau localement libre de rang q.

0.2 Reéduction des singularités de germes de feuilletages
de C? singulier en 0.

0.2.1 Singularités réduites.

Commengons ce paragraphe par des généralités sur les germes de feuilletages
de (C2,0) singuliers a l'origine. Considérons un germe de feuilletage F,, de
(C2,0) singulier & l'origine défini par le germe de 1-forme w = a (x,y)dz +
b(z,y)dy tel que l'idéal (a,b) admet Porigine comme zéro isolé. La singularité
est réduite si, quitte a effectuer un changement de coordonnées holomorphes, w
s’écrit Axdy + pydz + ... avec g non nul et A/p € C — Qq. Elle est :

1. de type noeud si A\/p € Reg — Q<o,
2. de type col (ou selle) si A/ € C—R<o,

3. de type noeud-col si A est nul.

Lorsque A est nul, la singularité sera dite ici de type noeud col sc (Séparatrices
Convergentes) si elle posseéde deux séparatrices analytiques et de type noeud col
sne (Séparatrices Non Convergentes) sinon (dans ce cas, elle en posséde toujours
une, appelée variété forte).

Une singularité de type col est résonnante si A\/p € Qso. Nous dirons qu’elle
est non résonnante diophantienne si A/p vérifie la condition de Brjuno [Brj] :

log(gn
Z og(q +1) < 00
n20 gy

ou ¢, est le dénominateur obtenu par développement en fraction continue du
réel A\/p. On sait qu’alors, il existe un systéme de coordonnées holomorphes qui
linéarise w, & unité multiplicative prés.

Une singularité non réduite est dicritique si elle posséde un nombre infini de
séparatrices.

Plus généralement un point singulier d’un feuilletage F,, sur une variété M
de dimension 2 est réduit s’il existe un germe de biholomorphisme ¥ : (M, m) —
(C2,0) tel que le germe du feuilletage (U1)" (F,) est un feuilletage réduit a
l'origine de (C2,0).

0.2.2 Arbre de réduction

Considérons un germe de feuilletage de (C2, 0) singulier & I'origine F,,. Quand
F., n’est pas réduit, on lui associe un arbre de réduction, noté A, qui est, par
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définition, le diagramme commutatif :

MBS MY B o 5 MO =2
T T T
D&h) - .. — Dg) — Db(ffl) - .. — DQ(JO) =0
T T T T
E&h) - .. — E((j) — 28’1) - .. — E&O) =0
T T T T
S,U(Jh) =0 - ... — S,U(Jj) — ,u(fil) - .. = S,U(JO) =0
Donné par :

1. L’application EJ est une application d’éclatement de centre S G-1),

()

2. L’application E,J’ est I'application composée EL o ..o EJ.

3. L’espace E(j ) est le sous-ensemble de D(j ) = (E(J )) ) composé des
points ¢ qui vérifient I'une de ces conditions :

*
(a) Le point ¢ est un point singulier de ( (7 ))

(b) Le point ¢ est un point régulier de ( G )) ’ (F.), singulier de DY) et
la feuille L de ( fjj ))* (F.,) qui passe par ¢ n’est pas une composante
irréductible locale de D‘E,j ).

(c) Le point ¢ est un point régulier de ( o )) ' (Fo) et de DY et la feuille
L qui passe par ¢ n’est pas transverse a ij ) en c.

4. L'espace Sﬁ,j ) est le sous-ensemble analytique de ij ) composé des points
c de 255 ) qui vérifient la condition 3.b ou bien la condition 3.c ou bien qui

sont une singularité non réduite de (EE,J )) (Fo) -
5. L’espace S(h) est vide.

L’entier h est la hauteur de l’arbre de A, la variété /\/lw , Tesp. M(h) on
socle, resp. sa cime, et les variétés DSJ] ) les diviseurs associés. Nous notons

A, = (M(J) D() 2(‘) S(J) EJ)
’ j=1..h

cet arbre et nous convenons que le sextuplet

(M®, D@, 20, 50, B0, (EP)" (£.))
se notera dans toute la suite :
(Mo D S S B o)
Le théoréme de Seidenberg [Sei] assure que cet arbre existe et cette réduction est

par construction canonique. Chaque composante irréductible, D;, du diviseur
D,, est biholomorphe & P'. Soit elle est F,,-invariante, soit elle est transverse &
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toute feuille du feuilletage qui I'intersecte et, dans ce cas, le feuilletage 7, est
regulier en chacun de ses points. Le feuilletage F, s’appelle le feuilletage réduit
associé a F,, 'ensemble X, s’appelle 'ensemble des singularités réduites de la
réduction. Nous notons Comp(D,,) I'ensemble des composantes irréductibles du
diviseur D, et Sep(F,,) I'ensemble des séparatrices de F,. Il y a une ambiguité
dans cette notation. En effet, fixons m un point singulier réduit du feuilletage
Fu- D'un point de vue local, si nous considérons le germe de feuilletage au
point m, Fy|(a,,m), celui-ci possede une ou deux séparatrices (selon qu'’il est de
type noeud-col snc ou pas). Mais d'un point de vue global, m est soit un point
régulier du diviseur D,, (et par m passe au plus la transformée stricte d’une
séparatrice de F,) soit en un point singulier du diviseur (et par m ne passe
pas de transformée stricte d’une séparatrice de F,,). Ces notions dépendent du
contexte (local ou global) dans lequel elles sont employées.

Définition 0.2.1 On appelle germe de recouvrement adapté du germe de var-
iété (Mg, D,,) toute famille U = (M.,,, Ui)iGEwUComp(Dw) , ot U; est un ouvert
de D, et (M, U;) désigne le germe de M, le long de U;, qui vérifie :
1. L’ensemble (Ui)iGEwUC’omp(
des ouverts connezxes.

D) forme un recouvrement du diviseur D, par
w

2. Pour chaque i € 3, U; est un voisinage ouvert connexe, contractible de
la singularité i, dans D,,, dont la trace sur chaque composante irréductible
du diviseur est homéomorphe & un disque.

8. L’ouwvert U;, i € Comp(D,,), est Uouvert i — 3.
4. Pour tout i,j,k € 3, U Comp(D,,) distincts, on a U; N U, NU; = 0.

A la réduction par désingularisation du feuilletage F,, on peut aussi associer
son arbre dual pondéré et fléché AY qui est le graphe construit de la maniére
suivante :

— A chaque composante irréductible de D, on associe biunivoquement un
sommet de A). Deux sommets de A sont joints par une arréte si, et
seulement si, les composantes de D, correspondantes s’intersectent.

— On munit un sommet de A7, d’'une fleche pour chaque point singulier de
F. qui n’est pas un point singulier de D,,. N

— Les sommets correspondants & une composante dicritique (i.e. non F,-
invariante) de F,, portent une double fleche.

— Chaque sommet est pondéré par 'auto-intersection de la composante de
D,, correspondante.

Lorsque, de plus, on rajoute la pondération de chaque sommet par la multi-
plicité de la composante D,, correspondante, on note cet arbre AY. Rappelons
que la multiplicité d'une composante D du diviseur D, est le plus grand entier
k tel que u *E*(w) soit holomorphe, ol u est un germe, en m, de fonction
holomorphe de M,, qui désigne une équation réduite locale de la composante
D en un point m € D quelconque.

La valence d’'un sommet est le nombre de singularités réduites contenues
dans la composante de D, associée.

Une branche morte de 'arbre dual A}, est un sous-arbre T' de A}, compor-
tant un unique sommet de valence 1, un unique sommet de valence > 3 tel
que ’ensemble T' privé du sommet de valence > 3 est connexe. Les sommets de
valence respective 1 et > 3 sont les extrémités de la branche morte. Par abus de
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langage, on dit que 7" est une branche p-morte (p pour presque) si dans la deéfi-
nition précédente "sommet de valence 1”7 est remplacé par ”sommet de valence
2 dont la composante associée posséde une singularité réduite du feuilletage en
un point régulier du diviseur”.

Définition 0.2.2 Un germe de feuilletage singulier de (C2,0), F.,, non dicri-
tique, est :
— Appelé courbe généralisée si son feuilletage réduit ne posséde pas de sin-
gularité de type noeud-col.
— Dit quasi-hyperbolique si son feuilletage réduit posséde uniquement des sin-
gularités de type col.
— Dit de 2° espéce s’il vérifie :
1. ou bien son feuilletage réduit F., ne posséde pas de singularité de type
noeud-col,

2. ou bien les singularités de type noeud-col du feuilletage réduit Fo
sont en des points réquliers du diviseur D,, et leur séparatrice forte
coincide avec le germe du diviseur en ces points.

0.2.3 Holonomie

Définissons la notion d’holonomie associée & une séparatrice. Considérons
un feuilletage F, singulier, réduit, en un point m, sur une variété complexe
de dimension 2. Supposons que la singularité m est réduite et notons S une
séparatrice du feuilletage telle que m € S. Prenons un lacet v plongé dans
S et une transversale Y. au feuilletage au point 7 (0). Considérons un point z
de ¥ proche de v(0); il existe un chemin I'", d’origine z proche du lacet -,
qui est dans la feuille L de F, passant par z, tel que I', (1) soit dans X. On
peut voir que lextrémité I', (1) de I', ne dépend pas du choix de T', dans L.
L’holonomie du feuilletage F, le long du lacet v est alors le germe d’application
hy o (2,7(0)) — (£,7(0)), 2 — hy (2) :=T. (1). Cette application ne dépend
en fait que de la classe de v dans II; (., (0)).

Considérons un point ¢ de S et une transversale 3, au feuilletage au point q.
On définit la représentation d’holonomie de S sur ¥, comme la représentation,
Hs, dull; (S, q) dans le groupe, Aut (X4, q) , des automorphismes de ¥, fixant ¢
donné par Hg ([7]) = h,. On note le sous-groupe image de ce morphisme Hg, et
on l'appelle groupe d’holonomie. Remarquons qu’il suffit de choisir un systéme
de coordonnées sur (3, m) pour que chaque h., puisse étre considéré comme un
élément de Aut (C,0).

0.3 Déformation de feuilletages

0.3.1 Déformation dont I’espace des paramétres est du type (C?,0)

Considérons un germe de feuilletage holomorphe F,, singulier a l'origine
de (C2,0), défini par un germe de 1-forme w = a (z,y)dz + b(z,y) dy. Nous
notons Az, le sous-faisceau de A%(Cgm engendré par w, ou A%CQ’O) le faisceau des
germes de 1-formes différentielles sur (C2,0). Considérons P le germe (CP,0) et
t = (t1,..,tp) les coordonnées canoniques sur P.

Définition 0.3.1 Un germe de déformation analytique de F, le long de 0 x P,
de parameétre P, est la. donnée d’un germe de sous-module A,, de A%(Cp+2 0) généré
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par les germes de I1-formes {dty,..,dtp} ainsi que par le germe d’une 1-forme
différentielle n du type A (x,y,t)dx + B (x,y,t)dy avec A,B € Ocri2 g telle
que A (z,y,0) = a(=z,y), B(z,y,0) =b(z,y) et A(0,0,t) = B(0,0,t) =0, pour
tout t € P.

Le feuilletage F;, défini par A, est un feuilletage de dimension 1 sur (CP+2,0).
On considére la projection 7, de (CP+2,0) sur I'espace des paramétres P. La

restriction de n & 7, L(t), o t € P, se note 7, et définit un feuilletage Fy, de

dimension 1 sur 7, (t).

Définition 0.3.2 Un germe de déformation analytique F,, de F le long de
0 x P, de parametre P est équiréductible s’ existe une succession finie d’éclate-
ments Ej, : ./\/l,(;) — ./\/17(71_1) telle que :

1. chaque Ef7 est un éclatement de centre une sous-variété lisse 5,7(71‘71) C

i—1 , , , )
./\/17(7 ) de codimension 2, non nécessairement connewe,

2. les variétés Esli) et S’y(]i) sont lisses et étales via Hv(f) au dessus de P et sont
contenues dans Dq(f),

3. pour tout t € P, la succession d’éclatements obtenue par restriction de
chaque E'f7 auzx fibres Hv(f) et H%%l) est exactement la succession d’éclate-
ments de la réduction du feuilletage J, .

Nous avons utilisé, dans cette définition, les notations suivantes :
4 , ) o\ —1
— Nous notons Eff) Vapplication Ejo...0E;), Dgf) la variété (Ev(f)) (0x P),

A\ =1 . .
n; le germe de 1-forme (E,(f)) (n) et H%Z) la projection m,, o E7(72).

— L’ensemble 257") est 'ensemble des points de Dv(f) qui vérifient :
— Soit m est un point singulier de n; (i.e. m € Sing (n;)).

— Soit m est un point régulier de n;, la composante irréductible de D,(f)
contenant m n'est pas J -invariante et la feuille qui passe par m est

tangente a Dﬁ,i) (i.e. m ¢ Sing (n;), Do # 0, DG (m)=0).

— Le couple (771‘;D7(7i)) est dit réduit en m si soit n; est réduit en m et la
composante irréductible de D,(f) contenant m est J, -invariante , soit 1,
ne s’annule pas en m et m n’appartient pas a E%i).

— L’ensemble Sy(]i) se compose des points m de Dq(f) ot le couple (ni,Dv(?i))

n’est pas réduit.

Une déformation équiréductible est, en quelque sorte, une déformation qui se
désingularise "en famille”. L’arbre de réduction associé & la déformation équiré-
ductible F;, est le diagramme commutatif

A, = (M%J)’D7(7J)7E7(7J)751(7J)’E%)j:1“h.

Il vérifie pour tout t € P que le diagramme

((ng),ng),zgj),sgj),Eg) A (ng))’l (t))

j=1..h
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est exactement ’arbre de réduction A, . L’ensemble
h h) yi(h) o(h) 1(h j h
(ng ), DI, 5 s B* 1), F ))
se notera dans toute la suite :
(Mo Dy, S, Sy, BT, 7).

Nous convenons de noter Comp(D,;) 'ensemble des composantes irréductibles
du diviseur D,,.

Définition 0.3.3 Le germe de la déformation constante de F,, le long de 0 x P,
de parameétre P, est la donnée du germe de sous-module A, x p de A%@wz 0) généré
par les 1-formes {pr*(w), dty, ..,dt,} oupr: (CP*2,0) — (C2,0) est la projection
canonique. On note cette déformation FC5'¢ et son arbre de réduction

AZ™ = (Mo x P, Do x P,S0 X P.Su x P EG TIE™, Fot)

Définition 0.3.4 Un germe de déformation analytique équiréductible F, de F.,
le long de 0 x P, de paramétre P, est SL-équisingulier s’il vérifie les assertions
sutvantes :

1. Pour tout point c¢ de Xy , il existe un germe de biholomorphisme ®. :
(M, ¢) = (My, x P,c x 0) qui commute auz projections, I1,, = I o ®,,

et conjugue les germes de feuilletages (.7:"77, c) , (.7:"53“‘, c X 0) .

2. Pour toute composante irréductible D du diviseur Dy, il existe un germe
de biholomorphisme @ : (an D=D-— (E% N D)) — (Mu X P, D x 0)
qui commute aux projections, I1,, = 11 o @, et conjugue les germes de
feuilletages (.7:"17, D) , (.7:"5“6, D x 0)

Définition 0.3.5 Deux germes de déformation analytique F;, et F,y de F,, le
long de 0 x P, de paramétre P sont C™-conjugués, resp. holomorphiquement
congugués, s’il existe un germe de C™-difféomorphisme, resp. biholomorphisme,
P : (C*P,0x P) — (C**7,0 x P) qui conjugue les feuilletages F, et Fyy,
commute aux projections m,, T,y et dont la fibre en 0 est l'identité (@lﬂ_;](o) =
id).

Un germe de déformation analytique équiréductible 7, de F, le long de
0 x P, de parameétre P est C"-trivial, resp. holomorphiquement trivial, si il est C™-
conjugué, resp. holomorphiquement conjugué, a la déformation constante, F&5¢.
Le morphisme de conjugaison est alors appellé morphisme de trivialisation.

Un germe de déformation analytique équiréductible F;, de F., le long de 0x P,
de paramétre P a un feuilletage réduit C™-triviale, resp. holomorphiquement
triviale, 8’1l existe un germe de C"-difféomorphisme, resp. biholomorphisme, ® :
(M, D) — (M, x P,D,, x P) qui conjugue les feuilletages F,, et FZ5¢, les
lieux singuliers X, et ¥, x P, qui commute aux projections II,, IS et dont
la fibre en 0 est 'identité ((blngl(o) =id).

On remarque que si F;, a un feuilletage réduit C*°-triviale, resp. holomor-
phiquement triviale, alors F;, est CO-triviale, resp. holomorphiquement triviale.
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0.3.2 Déformation dont ’espace des parameétres est du type (C?,K)
ou K est un compact de CP.

Abordons le cas ou 'espace des paramétres P n’est plus germifié en un point
mais sur un compact. Nous posons, dans tout ce paragraphe, P = (CP, K) ou K
est un compact de CP.

Définition 0.3.6 Un germe de déformation analytique de F,, le long de 0 X P,
de parameétre P, est la donnée d’un faisceau de sous-modules A, de A%(cpu 0xK)

défini comme suit. Considérons /~\77 le sous-faisceau de A(%:p+2 engendré par les 1-
formes {dt1,..,dt,} ainsi que par une 1-forme différentielle n du type A (x,y,t) dz+
B(z,y,t)dy avec A,B € Ocp+2 telle que A(z,y,0) = a(z,y), B(z,y,0) =
b(x,y) et A(0,0,t) = B(0,0,t) = 0 pour toutt € CP. Notons: (CP2 0xK) —
CP*2 le plongement canonique. Le sous-faisceau A, est alors défini comme étant
1 (&),

Le feuilletage F; défini par A, est un germe, le long de I, de feuilletage
holomorphe de CP*? de dimension 1. Notons m, la projection de (CP*2,0 x K)
sur I'espace des paramétres P = (CP,K). La restriction de n a w1 (¢), ou

7
t € P, se note 7, et définit un germe de feuilletage 7, de dimension 1 sur

7 (t) = (C? x {t},0 x {t}).

n

Définition 0.3.7 Un germe de déformation analytique F;, de F le long de
0 x P, de paramétre P est équiréductible (resp. SL-équisingulier) si pour tout
(O,E) € 0 x K, le germe, au point (0,25, du feuilletage F;, définit un germe

de déformation analytique F,. de paramétre (CP,t) qui est équiréductible (resp.
SL-équisingulier).

Lorsque F, est équiréductible, il s’ensuit I’existence d'un arbre de résolution
global A, qui est, par définition, le diagramme suivant.

J

(MPAP) o (YY)

(D) = - (PP -
=P =) - o - (Z05P0k) -
T T

(s9. 80 k) = = (sP,sYnky) -

G M) o (M) = (©2,0xK)

!

— (D%jfl)JC%jfl)) A (D%O),IC%O)) — (0% CP,0 x k)
;

— (E%j_l),zgj_l) ﬂ/C%j_l)) - .. = (E%O),IC%O)) =(0xCP,0xK)
7 T

= (SYT s AR ) = o (8P KY) =0 x €0 %K)
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Dans ce diagramme, EJ : (M%j),IC%j)) — (M%j_l),ngj_l)) est le germe,

le long de IC%J 71), de l'application d’éclatement de centre 5’7(73 D Cette appli-
cation d’éclatement germifié sur un compact se construit comme suit : Consid-
érons un voisinage U de (0 x K) dans CP*2, ainsi que 'application d’éclatement
E: M' — U de centre (0 x CP*2NU). Notons K1) la préimage de (0 x K)
par cette application. On définit I’application d’éclatement germifié sur K0,
E@ . (Ml,/C(l)) — ((Cp+2,/C) de centre (0 x CP*2,0 x IC) comme étant 'ap-
plication E germifié en K. On définit de la méme maniére Papplication d’é-
clatement germifié sur K@), E@ : (MW KLO)) — (MU-D K£E-D) de centre
(S(j_l),S(j_l) ﬂ/C(j_l)) ou SU=Y est une variété de codimension 2. Notons
Eff) =E)o..0E] et Hv(f) =m0 Ev(f).

De plus, les définitions des espaces ng ) et Sy(,] ), dans 'arbre de résolution
sont les suivantes :

1. L’espace E,(f) est le sous-ensemble de D7(7] ) composé de ’ensemble des

points ¢ qui vérifient 'une de ces conditions :

A

79

(a) Le point c est un point singulier de (Ev(f )) (F) -
(b) Le point ¢ est un point régulier de <E7(7] )) (Fy) , singulier de D7(7j ) et
la feuille L de (E%J )) (F5) qui passe par ¢ n’est pas contenue dans

une composante irréductible locale de Dg,j ).

(c) Le point c est un point régulier de <E7(7] )) (Fp) et de D,gj ) et la feuille
L qui passe par ¢ n’est pas transverse a Dvgj) en c.

2. L’espace 57(73' ) est le sous-ensemble analytique de ng ) composé des points

c de E%j ) qui vérifient la condition 5.b, ou bien la condition 5.c ou bien

. *
ui sont une singularité non réduite de (E(J )) F, D\ - ; .
q g n ( ")I(H% ;) 1(1‘[57 1(0))
Enfin, toujours dans ce diagramme, les assertions suivantes sont réalisées :

1. Les germes (E%j ),E%j )N IC7(7j )) et (S%j ), S%j )N IC,(7j )) sont lisses et étales

via Hsf) au-dessus de P.

2. Pour tout point t € 0 x I, la succession d’éclatements obtenue par restric-

tion de chaque E}7 aux fibres Hsli) et H%Fl) est exactement la succession
d’éclatements de la réduction du feuilletage 77, .

3. L’espace Svgh) est vide.

L’arbre de réduction associé a la déformation équiréductible F;, se note
Ay = ((ng),icgj)) ’ (ng)’,cv(?j)) ’ (E%j)727(7j) n ,C%ﬁ) ’ (57(73')757(3) n ,C%j)) En)
Nous nous permettons, lorsque le contexte est clair, de le noter

A, = (ng),pgj)ﬁ%ﬁ’E%j)’sgj)ﬂ%) :

j=1.h
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de ]llé]lle nous noterons
h h h » h h E h II h h *
(MTI( ), Dn( )’ICTI( ), 7]( ), STI( ), 7(7 ), 7(7 ), (E( )> (f ))

par
(Mn,Dn,ICn,En,Sn,En,Hn,fn> .

0.4 Déploiement de feuilletages

0.4.1 Déploiement dont ’espace des paramétres est du type (CP,K)
ot K est un compact de CP.

Considérons un germe de feuilletage holomorphe F,, singulier & ’origine de
(C2,0) défini par un germe de 1-forme w = a(z, y)dx + b(z, y)dy. Considérons P
le germe (CP,K) et t = (t1,..,tp) les coordonnées canoniques sur P. Comme dans
le cadre des déformations, nous définissons quelques notions sur les déploiements
dont la base P = (CP,K) est un germe de C? le long d’'un compact. Dans ce
paragraphe, le compact K peut étre considéré de dimension zéro.

Définition 0.4.1 Un germe de déploiement analytique de F, le long de 0 X P
de paramétre P = (CP,K) est une 1-forme holomorphe

P
n = A(z,y,t)de + B(z,y,t)dy + Z Cj(z,y,t)dt;

Jj=1

avec A, B, C; appartenant a Uanneau, O(cri2,0xx), des germes, le long de KC, de
fonction holomorphe telle que la condition d’intégrabilité n A dn = 0 soit réalisée
et qui vérifie :

1. Les germes en tout point m de OXKC des sous-ensembles
{A=B =0}
et
{A=B=C1=..=C, =0}

sont égauz & (m x CP,m).
2. L’idéal (C4,...,Cp) est inclus dans lidéal \/(A, B).
3. Les égalités suivantes sont vérifiées : A(z,y,0) = a(x,y), B(z,y,0) =

b(x,y) et pour tout i € {1,..,p}, Ci(x,y,0) = 0.

Notons m, : (CP*2,0 x K) — (CP,K) la projection canonique de l'espace
de déformation sur 'espace des paramétres. Le feuilletage F,, défini par 7, est
un germe, le long de 0 x K, de feuilletage holomorphe de codimension 1 sur
CP*? et est transverse aux fibres de la projection m,. On note Fn,,» to € P, le

feuilletage holomorphe, de dimension 1, défini sur 7, (to) = (C? x to,0 x to)
P
par n,, = A(z,y,to)dz+B(x,y,to)dy+ > C;(x,y,t0)dt;. Nous remarquons que
j=1
Foy = Fosr

0 —

Définition 0.4.2 Dans le cas ot K = {0}, un germe de déploiement analytique
F, de F. le long de 0 x (CP,0), de parameétre (CP,0), est équisingulier si
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1. Le germe, Fq, de déformation analytique de F,, le long de 0 x (CP,0), de
parametre (CP,0), défini par

0= A(z,y,t)dx + B(xz,y,t)dy

est équiréductible.
2. Le diviseur exceptionnel, que nous notons, D, de I’équiréduction de ) est
une hypersurface invariante du feuilletage singulier de codimension 1 Fq.

Définition 0.4.3 Un germe de déploiement analytique F, de F le long de
0 x P de parameétre P = (CP,K) est équisingulier si pour tout (0,tg) € 0 x K
le germe de déploiement de F,, au point (0,tp) est un germe de déploiement
analytique de F,, —de paramétre P = (CP,tg) équisingulier.

Lorsque F,, est équisingulier il s’ensuit I’existence de son arbre de résolution
global A, qui est le diagramme commutatif suivant :

(M%”),K#)) I (MS{),/C,S”) 5
(nyh),lcv(?h)) N (Dfﬂ'),lcﬁ,j)) -

(E%h)7 E%h) N K%h)) - .. =

(
(s s neP) =0 - . = (9,59 nk) -
(

5y (M%jfl)’ ,C%jfl)) - — (MO, IC%O)) — (Cr 2,0 x K)
T

— (Dqgj_l),K%j_l)) N (D7(70), ’C%O)) = (0xCP,0xK)
| ‘ ‘ !

— (E%J*l)’ Egjfl) N ]C%J*l)) - .. = (2510)’ /C%O)) =(0xC?,0xK)

;
- (ngj—l),sgj—l) m,c%j—l)) N (57(70),@0)) — (0xC?,0 %K)

Dans ce diagramme, E} : (M%j), Ingj)) — (M%j_l), K%j_l)) est le germe, le

71)

long de IC%j 71), de Papplication d’éclatement de centre S’S]j et les définitions

des espaces E%j ) et S’y(]j ) sont les suivantes :
4 4 N 1
1. L’espace Egj) est le sous-ensemble de ng) = ( 7(73)) (0xCP,0xK),

ol E7(7i) = E% 0..0 Eviw composé des points ¢ qui vérifient 'une de ces
conditions :

(a) Le point c est un point singulier de (E%J )) (F) -

(b) Le point ¢ est un point régulier de <E7(7] )) (Fy) , singulier de D7(7j ) et

ANk
la feuille L de (E%J )) (F) qui passe par ¢ n’est pas une composante

irréductible locale de Dg,j ).
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. * .
(¢) Le point c est un point régulier de (E,(f )) (Fy) et de Dq(f ) et la feuille
L qui passe par ¢ n’est pas transverse & Dq(7j ) en c.
2. L’espace Sy(,j ) est le sous-ensemble analytique de ng ) composé des points
c de ng ) qui vérifient la condition 3.b, ou bien la condition 3.c ou bien

N\ kK
qui sont une singularité non réduite de (Ey(,j )) (Fy) -
Enfin, au sein de ce diagramme, les conditions suivantes sont réalisées :

1. Les ensembles singuliers E%j ) sont lisses, les centres S’qgj ) sont constitués
de composantes irréductibles des E%j ); S%h) =.

2. Les restrictions des Hg,j ) aux 25{ ) sont des étalements, ot Hq(f) =myo0 Ev(f).

3. Les feuilles, aux points réguliers du feuilletage'? (E%J ))* (Fy) sont trans-
verses aux fibres de Hs,j ).

4. Pour tout t € 0 x K, la succession d’éclatements obtenue par restriction

de E7(7j ) aux fibres H%j ) et H%j Y est la succession d’éclatements de la
réduction de J,.

L’arbre de résolution associé¢ au déploiement équisingulier F;, se note

Ay = ((ngj), IC%J)) 7 (Dgyj), ;c%j)) 7 (EEP, 20 ,C%j)) 7 (ng)’ 59 ,Q(]ﬁ) En)

j=1.h

Nous nous permettons, lorsque le contexte est clair, de le noter

A= (ng), DY, kW), 56), §9), E%) ,

j=1..h

de méme nous noterons
(M., 0,540, 50 5., (540)” (7))

par
(Mas D K S, S By T, 7y )

Deux germes de déploiement analytique F;, et F,y de F, le long de 0 x P,
de parameétre P, sont holomorphiquement conjugués s’il existe un germe d’au-
tomorphisme @ de (CP*2,0 x K) qui transforme les feuilles de 7, en les feuilles
de F, qui commute aux projections : m, 0 ® = m,/. on écrira alors ®*F;,, = F,.
Lorsque ® est seulement un difféomorphisme de classe C*, les déploiements Fa
et F,y sont C*-conjugués.

Définition 0.4.4 Un germe de déploiement analytique F, de F., de paramétre
P est trivial s’il est holomorphiquement conjugué au déploiement constant F,, X
P i.e. défini par le germe de 1-forme pr*(w) o pr: (CP2.0x K) — (C2,0) est
la projection canonique.

Lorsque K = {0}, nous avons la proposition suivante, due & Mattei [Mat4] :

. *
130n rappelle que (Egj)) (Fy) désigne la transformée stricte du feuilletage F, par I'ap-

plication Egj) .
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Proposition 0.4.5 Soit F,, un germe de déploiement équisingulier de F, le
long de (0 x CP,0 x 0) de paramétre (CP,0). Alors .73,, est localement trivial ; il
existe un recovvrement ouvert U = (U;)ier du diviseur D,, de M., tel que .7:",]
soit trivial, suivant (CP,0), le long de chaque ouvert U; C D,,,.

Tout germe de déploiement de F, le long de 0 x P induit, par restriction,
une déformation de F, le long de 0 x P.

De méme, un germe de déploiement équisingulier F;, de F,, de base P =
(CP,K) induit un germe de déformation SL-équisingulier. En effet, tout dé-
ploiement équisingulier étant localement trivial, I’existence des germes de biho-
lomorphisme @, et @ de la définition de déformation SL-équisinguliére (page
31) est immédiate.
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Chapitre 1.: Singularités marquées et Résultats principaux.

1 Singularités marquées et Résultats principaux.

Nous définissons, dans ce chapitre, les notions essentielles, concernant les
germes de feuilletage holomorphe singulier de (C2,0), spécifiques & la problé-
matique rencontrée dans cette Thése. Nous commencgons par la notion de feuil-
letage marqué qui est nécessaire & la compréhension de notre probléme. Nous
donnons ensuite les définitions de la SL-équivalence, de la SL-reliabilité et du
SL-cobordisme entre deux feuilletages marqués. Puis nous énoncons les deux
Théorémes principaux de cette These.

Nous notons P = (C,[0,1]) V'espace des parameétres. Nous dirons qu’une
propriété relative a des déformations ( des déploiements ) de feuilletage de
parameétre P est vraie pour t € P si elle est satisfaite chaque fois que 'on
germifie la déformation (le déploiement) en un point ¢ d'un voisinage de [0, 1]
dans C.

1.1 Notion de prémarquage d’un feuilletage holomorphe
de (C?%0) singulier a ’origine

Définition 1.1.1 Soit Fp, un germe de feuilletage holomorphe singulier de
(C2,0). Un feuilletage prémarqué par Fo, sera un triplet FT = (Fu, Aw,0u)
composé :

1. d’un germe de feuilletage holomorphe singulier de (C2,0), F.,,

2. d’une bijection Ay, : Comp(Dw) — Comp(D,,) qui vérifie les égalités des
indices d’intersections : (D, D’) = (A,(D), A(D")), D, D’ € D,

3. d’une bijection o, : Ymp — X, vérifiant si m € D N X, avec D €
Comp(Dy), alors o,(m) € Ay,(D) N5,

On sait que P'existence des bijections A, et o, vérifiant (2) et (3) est équiv-
alente a ’égalité des arbres duaux pondérés par auto-intersection. Elle est aussi
équivalente a Dexistence d'un germe d’homéomorphisme ¢ : (Mg, D) —
(M, Dy,) qui vérifie p (Xg) = 3y et ¢ (D) = Ay, (D), D € Comp (D,,) .

Remarque 1.1.2 i (F,, Ay, 0,) est un feuilletage prémarqué par Fu et si
(Fury Ay 0ur) est un feuilletage prémarqué par Fo,, alors le triplet (For, Awr ©
Ay, 040 00y) est un feuilletage prémarqué par Fo.

Considérons deux germes de feuilletage, (Fo,, Aw, 0w) et (Fur, Awr, 0w ), pré-
marqués par F. Nous dirons qu'une application H : (M, Dy,) — (Mur, Do)
qui conjugue les germes de feuilletage, F,, et F,, resp.une application H :
D, — D, est compatible avec (ou respecte) le prémarquage si elle vérifie pour
tout D € Comp(D,,), tout i € X, les égalités H o A,, (D) = A, (D) et
Hooy, (i) =0uw (7).

Définition 1.1.3 Soient F,, , F.,, deuz feuilletages holomorphes de (C2,0) sin-
guliers a lorigine. Nous appelons déformation équiréductible de paramétre P,
prémarquée par Fo, un triplet .7:,7]D = (Fy, Ay, 0yy) composé :

1. d’une déformation équiréductiblet* Fy de paramétre P de F,

MCE. §0.3.
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singulier a l'origine

2. d’une bijection A, : Comp(Ds) — Comp(D,,) telle que pour chaque'®
t € P, et pour chaque couple de composante D, D’ de Dy on a égalité des
indices d’intersections : (D, D') = (A, (D) NI (t), Ay (D") NI (1)),

3. d’une bijection o, : X — Comp (2,) vérifiant : si m € D N X, avec
D € Comp(Dg), alors ony(m) C Ay(D) NE,.

Par restriction, un prémarquage de la déformation F, induit visiblement un
prémarquage de chaque 7, , pour ¢ € [0, 1]. Il suffit de considérer les bijections :

A Comp(Dg) — Comp(D»,)
D s a0

et

L Y i,
T m = oy (m)NIL ()

Réciproquement, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.1.4 Considérons un feuilletage prémarqué par Fu, (Fu, Aw, 0u)-
Alors toute déformation équiréductible ), de base P, de F,, est munie d’un pré-
marquage canonique induit par le prémarquage de F,.

Preuve. L’espace de déformation M, de la déformation JF;, est C°°-triviale.
Il existe un germe de C*°-difféomorphisme

H: (Mg x P, Dy, x [0,1]) — (M, Dp)

tel que H (D, x P) = Dy et H (X, x P) = X,. Notons H = H|p_xp : Du x
P — D, la restriction de ' H a D,, x P. Pour tout t € P, le difféomorphi-
sme Hy = H(.,t) induit deux bijections A,, : Comp(D,) — Comp (Dy,),
D — Hy (D) et 0y, : ¥y, — %y, ol 0y, = Hyx, . Trivialement, les bijections
A, et 0y, ne dépendent pas du choix de la trivialisation et satisfont la définition
1.1.1. Ainsi, pour tout ¢ € P, le triplet (7, Ay, , 0y, ) est un feuilletage prémar-
qué par w et nous constatons que les bijections A, et 0, dépendent contintiment
du parameétre t. ®

Pour mieux comprendre la notion de prémarquage, nous ’appliquons, dans
I’exemple suivant, au double cusp :

Exemple 1.1.5 I¢gi, on aura Fp = F,. Tout germe d’automorphisme ¢ de
(C2,0) qui laisse F,, invariant se releve en un germe, le long de D, d’auto-
morphisme de M, qui laisse F,, invariant. Il induit ainsi un prémarquage de
Fo par lui-méme. L’exemple que nous décrivons ici est celui du double cusp
w = d((y* — 23)(y> — 2?)). La cime de I'arbre de résolution de w se represente
graphiquement (cf figure 1) avec

{81} = ES ({y? —2® = 0}) — Du, {S2} = E5" ({y? — 2* = 0}) — D,
Ew = {31,..,86}

5 Dans cette condition, on peut remplacer la phrase pour "chaque t € P ” par pour "un
te P,
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F1G. 1 — Arbre de résolution du double cusp pondéré par auto-intersection des
composantes.

Les composantes irréductibles de D,, sont les sous-variétés D, ..., Ds. Les indices

—5sti=1
d’intersection de ces variétés sont les suivants (D;, D;) = { —2sii=2,3
—1sii=4,5

et (D;,D;) = { (1) jz gz ggj ig } Considérons le prémarquage de F,, par
lui-méme défini par les applications identité A : Comp(D,,) — Comp(D,,) et
o3, — X, Notons ¥ I'automorphisme de symétrie par rapport a la diagonale
de (C?,0) qui inverse les axes : (z,y) — (y,2). C'est un automorphisme du
feuilletage F,,. Il se reléve donc en un automorphisme de F,, sur M, et induit
ainsi un nouveau prémarquage (A',o!) de F, par lui-méme;

A i Comp(D,) — Comp(D,),
Dy +— Dy, Do D3, D3+ Da, Dy D5, D5+ Dy

et par

ol X, — Y,

Si +— Siy3sii <3, s+ si_3si1>3.

Les feuilletages prémarqués (F,, A, o) et (F,,A',o!) sont maintenant distin-
gués. On peut donc se poser la question suivante : existe-t-il une déformation,
(Fy, Ay, 0y) 5 équiréductible de (F,,, A, o), de paramétre P = (C,[0,1]), pré-
marquée par F,, telle que (-7:771 Ay, Um) = (Fu, Al,0t) ? Cette problématique
correspond a la question intuitive : existe-t-il une déformation équiréductible au
cours de laquelle les deux cusps séparatrices {(y? —z?) =0}, {(y* — 2?) = 0}
sont échangés ? Sur cet exemple précis la réponse est visiblement positive : 'au-
tomorphisme linéaire ¥ qui conjugue F,, a lui-méme est homotope a 'identité

41
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dans GL (2,C) via 'application ¥; € GL (2,C), ¥y = id, ¥; = V. La déforma-
tion w; = ¥jw convient. Cependant, on peut construire une perturbation wy de
w qui ne modifie pas le type analytique de chaque singularité, ni des holonomies
du diviseur mais telle qu’il n’existe pas de germe d’application holomorphe de
(M, Ds) sur (M, Dy) conjuguant les feuilletages.

1.2 Notion de marquage d’un feuilletage holomorphe de
(C?,0) singulier a I’origine
1.2.1 Systéme complet simple de lacets

Soit (Fu, Aw, 0w) un feuilletage prémarqué par Fr,. Soit D’ une composante
irréductible de Dy et D = A, (D’) la composante irréductible de D,, associé.
Notons Iy Iensemble D’ N X, et fixons un point, p, de D — X,,. Une famille
((%‘)ieln,;P) de lacets, d’origine p, plongés dans D — X, sera appelée, ici, un
systéme complet simple de lacets de D — 33, si :

1. Chaque 7, est un plongement topologique du cercle unité S' dans D —
U (Im (’Yj) - P) .

JE€EIp:, 1#]

2. 11 existe un homéomorphisme préservant 'orientation ¢ d’un voisinage U
de p dans D sur le disque standard D ={|z| < 1} de C qui transforme

U |7/ NU en I'image réciproque de I’axe réel par application 2% (#707)

iEID/
restreinte & .

3. Pour chaque 4,5 € Ip/, i # j, I'indice du lacet ~, autour du point oy, (¢)
est 1 et I'indice du lacet ,; autour du point o, (j) est nul.

Lorsque la condition 1 est réalisée, une notion canonique d’indice sur D est
obtenue de la maniére suivante :

Notons C;, ¢ € Ip/, la composante connexe de D — =, qui ne contient pas
le point o (¢). Désignons par C' le connexe obtenu par intersection de tous les
C;, C = ﬂie I, C;. Fixons zg un point de l'interieur de C et un biholomor-
phisme 7, qui identifie D — {x0} et C. Nous définissons l'indice de ~y; autour
du point o(j) comme étant 'indice, dans C, du lacet 7, (7y;) autour du point
Tmo (U (j)) : an (Tmo (72) 7Tm0 (J (]))) = % fT:ro ('Y'i) md’z NOUS voyons
facilement que cette valeur ne dépend pas du choix du point zg de C, ni du
biholomorphisme 7., utilisé.

La collection ((7;)ier,, ;p)D,ecomP(Dw) sera appelée systéme complet simple
de lacets du feuilletage (Fu,, Aw,0y) prémarqué par Fg si, pour chaque D’ €
Comp(Dw), la famille ((7;)ier,,,;p) est un systéme complet simple de lacets de
A, (D) =X,

Deux systémes complets simples de lacets

((’Y’i)’iGID/ ;pD’)Dlecomp(Dw) et ((’V;)iGID/ ; p/DI)D’GCOmp(D‘w)

d’un méme feuilletage (F.,, A, 0.) prémarqué par Fo, sont dits équivalents si
pour toute composante irréductible D’ de D, il existe une famille continue, ,,
d’homéomorphismes de D sur D qui vérifie :

1. Pour tout s € X, 9, (s) = s.
2. Yy =1d.
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T
FiG. 2 — Exemple de systéme complet simple sur la composante D.

3. 1/}1(71) = ’Y;a i€ ID’?

en particulier ¥, (pp/) = pp.
Signalons que si deux tels systémes sont équivalents

((Vi)iGID’;pD')D’GComp(Dw) = ((Vé)ielb’;p/D’)D’GComp(Dw)

alors les indices des lacets v, et +v; autour du point oy, (5), 4,j € Ip/, sont égaux.

1.2.2 Feuilletages marqués

Définition 1.2.1 Un feuilletage marqué par F sera la donnée d’un quadruplet
FM = (Fu,Aw, 0w, [F‘“vD]Decomp(Du)) tel que (Fu, Ay, 0u) est un feuilletage
prémarqué par Fz, et tel que, pour tout D € Comp (D), [T, p] est la classe
d’un systéme complet simple de lacets de D — %, ot (T'y, p) = ((7v;)iern;PD)-

Considérons deux germes de feuilletage, 7! et F¥', marqués par Fop. Nous
dirons qu'une application H : (M, D) — (M., Do), qui conjugue les germes
de feuilletage, F,, et F,, resp.une application H : D, — D, est compatible
avec (ou respecte) le marquage si elle est compatible au prémarquage et vérifie
pour tout D € Comp(Dy,), 1'égalité [H o Fw’Aw(D)] = [Fw,’Aw,(D)] )

Définition 1.2.2 Une déformation équiréductible d’un feuilletage F,, de para-
meétre P, marquée par Fg, sera la donnée d’un quadruplet

M _
‘7:77 - (fn’ AT/’ T, [FTI:A‘U(D)]DGC()mp(Dw))
o :

1. le triplet (Fy, Ay, 0n) est une déformation équiréductible de paramétre P
prémarquée par F,

2. la fibre au-dessus de t, t € P, de [Fn,An(D)] , notée [F%AW(D)] , est une
classe d’un systéme complet simple de lacets tracés sur la composante
Ay, (D) du diviseur D, de Fy, qui vérifie :
— Il eziste une C*°-trivialisation H : D, x P — D,, de la déformation du

diviseur, un systéme complet simple de lacets [F%,AUO (D)] Comp(Do)
DeComp(Dx
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sur (fnU,A%,U%) tel que pour tout D € Comp (Dy), pour tout t €
[0, 1], on a |:F77[,’Ar)t(D):| = |:Ht an07A770(D):| .

Cette définition n’a de sens que si [I'y, p] ne dépend pas de la trivialisation
choisie :

Proposition 1.2.3 Soit ((fw,Aw,U‘w), [FD = (%’p)"elv’]Decompww]) un feuil-
letage marqué par F. Soit (F,, Ay, o)) une déformation équiréductible de (F,, Ay, 0.,)
prémarquée par Fo de paramétre P. Soient H, G : My, x P — M,, deuz triv-
ialisations C*° de l’espace de déformation. Soient H, G : D, X P — D, leur
restriction respective o D, X P. Alors pour chaque t € P, les deux systémes
complets simples de lacets (Ht 0 I'D) pecomp(pw) €t (Gt ©T'D) pecomp(pw) sont
équivalents.

Preuve. 1l suffit de montrer que, pour tout ¢t € P et pour tout D €
Comp (D,,) , les systémes de lacets complets simples (I'p) et (Ht_1 0GioTp) du
feuilletage prémarqué (F, , A, ,0,) sont équivalents. Or, a t fixé, pour chaque
composante D € Comp (D.,), la famille continue (H; ' o GS)|D , s € [0,] d’ho-
meéomorphismes de D dans D vérifie trivialement les propriétés 1) 2) et 3) de la
définition 1.2.1 m

Par restriction, une déformation }"f;" marquée par Fp induit sur chaque
fibre IT,/ L(t) un marquage par F,, canonique.

Réciproquement, considérons un feuilletage F*' marqué par Fo,. Alors toute
déformation équiréductible 7, de paramétre P, de F, est munie d’'un marquage
par F canonique induit par le marquage de F, ; le prémarquage provient de
la proposition 1.1.4 et le systéme de lacets est défini pour tout ¢ € [0, 1] par
[Fn7D]|H;1(t) = [H¢ o T, p] ot H est une C*-trivialisation de la déformation du
diviseur D,.

Définition 1.2.4 Un germe de déformation SL-équisingulier d’un feuilletage
marqué par fw,f;}g‘, de parametres P = (C,[0,1]), le long de 0 x P, sera par
définition la donnée d’un germe de déformation SL-équisingulier marqué, .7-"7;\’1,
du feuilletage F.,, de paramétres P = (C,[0,1]), le long de 0 x P, munie du

marquage par Fo, canoniquement induit par le marquage de F,,.

Remarque 1.2.5 Tout déploiement pouvant étre considéré comme une défor-
mation, les définitions de prémarquage et de marquage d’une déformation se
transportent immédiatement aux définitions de prémarquage et de marquage d’un
déploiement.

1.3 SL-équivalence, SL-reliabilité, SL-coborbisme entre -
deux feuilletages

Considérons un feuilletage holomorphe singulier de (C2,0), F, marqué par
Foo-

Pour chaque composante irréductible D de D, fixons une transversale au
feuilletage au point de base des lacets du marquage, pp € D et une coordon-
née sur celle-ci. Le systéme complet simple de lacets [T, p] = [(v;)ic1p;PD]
induit, au moyen du morphisme de représentation d’holonomie, un systéme de
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générateurs, (hwm)i eIy du groupe d’holonomie de F,, not¢ Hir, 1. A auto-
de Aut(C,0) ne dépend que
du feuilletage F,, et de la composante D. La mise en indice du systéme [Ty, p]
signale simplement quels sont les générateurs du groupe Hjr, ,,) que nous con-
sidérons, ce qui est pour nous une information essentielle.

morphisme intérieur pres, le sous-groupe, Hir, ],

Définition 1.3.1 (SL-équivalence) Deuz germes de feuilletages holomorphes
f‘fg‘ et f‘f]’l de (C?,0) singuliers & l’origine, marqués par Fo,, seront SL-équivalents
si les conditions suivantes sont réalisées :

1. Il existe un homéomorphisme préservant Uorientation H : D,, — D,,
compatible'® aur marquages.

2. pour toute singularité m € X, il existe un germe de biholomorphisme
Y1 (Mug, 0uwe(m)) — (M, 04, (m)) qui conjugue les germes de feuil-
letages en ces points, i.e. Y (Fuy, 0w, (M) = (Fuys 0we (M), et tel que,
pour chaque D € Comp(D,,), D > oy,,(m), on a égalité des germes :
(w (D) y Owy (m)) = (Am © A';(]l (D) y 0w, (m)) .

3. Pour chaque composante D € Comp(Dy,), il existe un germe de biholo-
morphisme Wp de (C,0) qui conjugue les générateurs (hwo,v,;) et (hwhu,;)

des groupes d’holonomies H[ et H

FWO,Aw(](Dl} [Ful,Aw]ww} ’

Notons par |:Fw0,/\w0 (D):| = [(f}/i)iGID;p] , Tesp. |:Fw,Aw1 (D):| = [(/’I”i)iGID;q] ’
le systéme complet simple de lacets donné par le marquage de F,,, resp.
Fusr» et notons par hy, ~,, resp. he,, .., le diffeomorphisme de (C,0) image,
par le représentation d’holonomie, du lacet y;, resp. du lacet p,.
Alors pour tout i € Ip, on a égalité Wp o hy, , © \IJB1 = Ny ;-

La notion que nous décrivons maintenant se décline en deux gammes, faible
et normale :

Définition 1.3.2 (SL-reliabilité) Deux germes de feuilletages holomorphes
.7:&{\;‘ et .7:5,\;‘ de (C2,0), singuliers a l'origine, marqués par Fo,, seront SL-reliés si
il existe un germe de déformation SL-équisinguliere'” .7:#/1, du feuilletage fx,

de paramétres P = (C,[0,1]), le long de 0 x P, marquée par Fg, dont la fibre en
1 est fé‘f‘.

Définition 1.3.3 (Faible SL-reliabilité) Deux germes de feuilletages holo-
morphes singuliers fx et .7-"&/]‘71 de (C2,0), marqués par Fo,, seront faiblement
SL-reliés s’il existe une collection de germes de feuilletage (.7:5/)‘;‘)1-:0’_,” de (C2,0),
singuliers a l'origine, marqués par F, tels que .7:5/;31 = .7:&/,‘;1, .7:;/,:1 = .7’:&/,\]/l et pour
tout i € {0,..,n — 1}, FL" et FL'  sont SL-reliés.

Wit1

La méme idée se décline avec des déploiements :

Définition 1.3.4 (SL-cobordisme) Deux germes de feuilletages holomorphes
singuliers fx et .7:,“/,\1/l de (C2,0), marqués par Fo seront SL-cobordants s’il
eziste un déploiement SL-équisingulier .7-",?’1, de parameétres P = (C,[0,1]), le
long de 0 x P, marqué par F, dont la fibre en 0 est fx et la fibre en 1 est
FM.

16Ct. § 1.2.2.

L7Cf. Définition 1.2.4.
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On pourrait, comme pour la SL-reliabilité, définir le cobordisme faible comme
la relation d’équivalence engendrée par la relation de cobordisme ci-dessus.

On remarque que si dans la définition 1.3.3 I'égalité .7:5/}: = f‘ﬁ\f est rem-
placée par la phrase 71l existe un germe de biholomorphisme, CompatiblewNau
marquage, ¢ : (Mg, ,Da,) — (Muw,, Dy, ), qui conjugue les feuilletages Fs,
et F,,,” alors les feuilletages .7-1{,\(’]‘ et .7-1{,\]" sont, encore, faiblement SL-reliés. En
effet, ¢ induit un germe de biholomorphisme ¢, de (C?,0) qui conjugue &, et
wy. Le biholomorphisme ¢, peut-étre reli¢ a I'identité. Ainsi, ces deux feuil-
letages font partie d’une famille holomorphiquement triviale et donc d’un méme
déploiement SL-équisingulier.

1.4 Homéomorphismes de P! et feuilletages marqués

Soient P = {p1,..,pn} et Q@ = {q1,..,qn} deux sous-ensembles de n points
distincts de P1. Munissons I'espace Homéot (P!; P, Q) des homéomorphismes f
de P! préservant I'orientation tels que f(P) = Q, de la topologie de la conver-
gence uniforme. Considérons sur cet espace la relation d’équivalence "d’isotopie
relative" : f £ 9 si et seulement si il existe une courbe continue [0,1] —

Homéot (PY;P,Q) ,t — F;, joignant f ag: Fo=f, F1 =g.

Proposition 1.4.1 Toute classe d’équivalence de ’PQQ posséde un représentant

)

f: Pt — P! qui satisfait la propriété suivante :

(%) f est C™ sur tout P' et est holomorphe sur un voisinage de P

(i.e. Df est a support dans P* —P).

Lemme 1.4.2 Soient aq,..,a, des applications holomorphes du disque unité
D= {s €C,|s| <1} a valeur dans P! telle que a;(s) # ar(s) pour k # j et tout
s € . Alors il existe un difféomorphisme fibré C*°

H:P'xD—-P' xD, H(zs)=(Hsz),s)

qui vérifie :
— pour touts € D, Hs(A(s)) = A(0) ot A(s) est le sous-ensemble {ai(s),..,an(s)} C
P!,
— H est holomorphe en restriction o un voisinage ouvert approprié de
Y= ,Ulijyj ={(a;(s),s) / s € D}.
]:

Preuve du Lemme . Fixons des biholomorphismes fibrés ¥; de P! x D,
U,(z,8) = (U,5(2),5), tels que ¥;(Y;) = {a;(0)} xD, j=1,..,n Pour e >0
assez petit les voisinages ouverts des Y},

Wi(e) = (D (e) x D),

ne s’intersectent pas, o DY(e) est le disque |z—a;(s)| < e, dans une carte z de P!
ot {z = oo} # a;(0), j = 1,..,n. Le champ de vecteurs holomorphes § = % sur
D se reléve, via la projection 7 : P x D — D, en un unique champ holomorphe &

18Ct. §1.2.2.
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sur P! x D, tangent au feuilletage horizontal de feuilles z x D, z € P1. Notons §; la
restriction a W;(e) du champ \I/;‘(S) Considérons les champs analytiques réels ¢’
resp. ", sur D dont les flots correspondent & la restriction du flot (holomorphe)
de ¢ au temps réel (resp. imaginaire pur) , que nous appelons "partie réelle" et
"partie imaginaire" de §. Les parties réelles 6;, resp. imaginaires 6;/, des champs
04, définies de maniére analogue sont des relevés de 8 et 8, sur W;(g), qui sont
tangents a Y;. Considérons maintenant un recouvrement U = (U, )aca de Pt x D
qui contient les ouverts Wi(e),.., W, (e) et tels que si U, n’est pas 'un de ces
ouverts alors U, N W;(5) = (). Les Uy, peuvent étre choisis de sorte qu'’il existe
des champs C* X/, et X" sur U, qui sont des relevés de &', resp 6. Soit p,
une partition de l'unité subordonnée au recouvrement U tel que si U, = Wj(a)
alors po w2y = 1. Les champs X' = 37 p, X, resp. X" = 37 p, X7 sont des
' acA acA

relevés de & resp. 0" et ils coincident avec 6' resp (5” en restriction a W;(%).

Notons ®'(z, s,t) resp ®”(z,s,t) les flots de ces Champs Ona:

- '(z,5,t) = (CID’(z s;t);s +1), "(z,s,t) = (CID”(z s;t); s +it),

— si (z,8)€ W;(5 ) alors @'(z, s;t) et ®(z,s;t) € (5)

— les applications (z,s) — @'(z, s;t) et (z,5) — ®”(z, s;t) sont holomorphes
lorsque (2, s) varie dans chaque W;(5), j = 1,..,n et t est fixé.
— P(a;(s), s3t) = aj(s +1), B (a;(s), s;t) = aj(s +it) on i = v/~ 1L.
Ainsi on obtient I'application H cherchée en posant

H(z, 51 +isg) = ®"(P/(2,0, 1), s2).

]
Preuve de la Proposition 1.4.1 . 1°"° étape : Réduction au cas
P=qQ.

Supposons la proposition démontrée pour la relation d’isotopie P%P , noté ’g,

sur l'espace Homéot (P1; P) := Homéo™ (P'; P, P) et considérons ’
fe Homé0+(P1; P, Q)

Une conséquence du lemme précédent est qu'’il existe un élément
h € Homéo™ (PL; P, Q)

qui vérifie la propriété (x). En effet 'espace

(1) Z ={(c1, ..., cn) EP' x .. x P' [ ¢; # ¢ pour k # 5}

est connexe (son complémentaire est une hyper-surface complexe) et les points
={p1,-»pn}, @ ={q1,..,qn} € Z peuvent étre joints par une "chaine" de

dlsques holomorphes plongés dans Z : A® = (ak, - ak): D) - Z holomorphes

k=0,.,l tels que A°(0) =P, Al(3) = Qet A"(3) = A"(3) pour r =1,.

Par hypotheése il existe une isotopie t — ¢ € H omeo*(]P’1 P) qui rehe
go = h™l o f a un élément g; € Homéot (P';P) qui vérifie la propriété ().
Ainsi t — hy := ho g, € HoméoT (P!, P, Q) est une isotopie reliant hg = f a
lélément hy = h o g1 qui satisfont la propriété (x).

2¢™¢ gtape : Preuve de la proposition dans le cas P = Q.

Fixons P = {p1,..,pn} et notons encore P = {pi,..,p,} € Z. 1l est bien
connu [Bi] que l'application
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Homéot (PY) =% Z
[ (f(p1)7 ’f(pn))

est une fibration de fibre e ! (P) = Homéo™ (P'; P). La suite exacte d’homotopie
donne ainsi un morphisme ¢ du groupe de tresse & n — 1 brins B,_1 = II;(Z; P)
sur le groupe d’homotopie Ilg(Homéo™ (PL;P)) = Ig(Homéo(P; P) / P'fdp). 1l

associe & tout ¢ € II;(Z, P) la classe d’isotopie < fa > de ’homéomorphisme

obtenu en choisissant un élément A € o, A = (aq,..,an) : [0,1] <, Z, A(0) =
A(1) = (p1, .., pn), puis en construisant un homéomorphisme fibré H4 de P! x Z,
Ha(z,s) = (Has)(2), ) qui vérifie Ha(pj, s) = a;(s) et en posant fa = Hy. En
choisissant un représentant A de ¢ qui soit affine par morceaux et en appliquant
le lemme précédent & chaque morceau on voit que la classe d’isotopie relative
0(p) contient un homéomorphisme qui vérifie la propriété (). Ceci est vrai pour
tout o € I11(Z; P). Pour conclure, il suffit de remarquer que ¢ est surjective. Or
Z est connexe et la suite

0,(Z; P) — Ho(Homéo™ (PL; P)) — Mo(2)
est exacte. m

Corollaire 1.4.3 Si deux germes de feuilletages .7-2{,\;1 et .7-:{,\;1 marqués par Fo
sont SL équivalents, alors il existe un homéomorphisme H : D, — D, entre
les diviseurs des réductions de wq et w1, qui est compatible au marquage et qui
est de plus holomorphe lorsqu’on le restreint & un voisinage approprié du lieu
singulier ¥, .

En effet, la SL-équivalence entre les feuilletages induit Iexistence d’un homéo-
morphisme H: D, — D, entre les diviseurs des réductions de wq et wy, qui
est compatible au marquage. L’existence de I’homéomorphisme H découle di-
rectement de la proposition précédente.

1.5 Feuilletages holomorphes singuliers de (C?,0) de 2° es-
péce.

Définition 1.5.1 Un germe de feuilletage F., singulier de (C2,0) est de 2°
espéce s’il est non-dicritique et vérifie :

(a) ou bien son feuilletage réduit F., ne posséde pas de singularité de type
noeud-col,

(b) ou bien les singularités de type noeud-col du feuilletage réduit F., sont en
des points réguliers du diviseur D, et leur séparatrice forte coincide avec
une composante irréductible de celui-ci.

Définition 1.5.2 Un germe de feuilletage F,, singulier de (C%,0) de 2° espéce
sera appelé de 2° espéce générale si :

1. En chaque point singulier du diviseur D,, le feuilletage F., est :

(a) ou bien de type noeud,
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(b) ou bien de type selle (résonnante ou non ) linéarisable,

(c) ou bien de type selle résonnante non linéarisable et le chapelet de
sphéres associé a cette singularité ne posséde pas d’autre automor-

phisme que lidentité (Cf. §5).

2. En chaque point régulier du diviseur D,, et singulier du feuilletage Fo
ou la singularité est de type noeud-col snc (i.e. la variété faible diverge),
l’holonomie de la variété forte posséde un chapelet de spheéres dont le seul
automorphisme est l'identité.

Remarquons que dans cette définition nous n’imposons aucune condition
aux singularités du feuilletage F,, situées sur la partie réguliere du diviseur
D,,, qui sont de type selle, de type noeud, ou de type noeud-col a variété faible
convergente.

Remarque 1.5.3 Tout germe de feuilletage F,, singulier de (C2,0) de 2° espéce
tel que toutes les singularités de D,, de type selle-résonnante sont linéarisables
et tel que le feuilletage F,, ne posséde pas de singularité de type noeud-col snc'?,
est de fait de 2° espéce générale.

Ce cas se produit lorsque 'arbre dual A, posséde un unique sommet de
valence (n + 1) > 3 et n sommets de valence 1. L’arbre dual est alors com-
posé d’'un sommet central duquel partent n branches mortes. Chaque branche
morte posséde a I'une de ses extrémités un sommet de valence 1. La composante
du diviseur associée a ce sommet posséde une unique singularité qui est ainsi
linéarisable.

De plus, entre le sommet de valence n et celui de valence 1, la branche morte
est composée de sommets de valence 2. Une composante correspondante a 1'un
de ces sommets détient deux points singuliers du feuilletage F,, qui sont, de fait,
en des points singuliers du diviseur. Ces points singuliers ne peuvent donc pas
atre de type noeud-col, car le feuilletage est de 2° espéce. En utilisant les indices
de Camacho-Sad, on sait qu’alors chaque singularité appartenant & une branche
morte est de type selle résonnant.

Une composante du diviseur associée & un sommet de valence 2 dont on sait
qu’une de ses singularités est linéarisable, vérifie que ses deux singularités sont
linéarisables. En effet le groupe d’holonomie de la composante est linéarisable ; il
est engendré par le difféomorphisme d’holonomie de la singularité linéarisable.
L’holonomie de la seconde singularité est, ainsi, linéarisable. Le théoréme de
Mattei Moussu [Mat-Mou| conclut a la linéarisabilité de la seconde singularité.

On assiste ainsi & la propagation de la linéarisabilité le long des branches
mortes. Il est alors évident de conclure que toutes les singularités de D,, sont
de type selle-résonnante linéarisable et que le feuilletage réduit ne posséde pas

de singularité de type noeud-col snc?’...

1.6 Enoncés des Théorémes Principaux

Théoréme A Soient deux germes de feuilletages holomorphes, .7-2{,\;1 et fé\f, de
(C2,0), singuliers a l'origine, non dicritiques, marqués par Fu, SL-équivalents.

Alors il existe un feuilletage .7:,;\;1, marqué par Fg, SL-équivalent & f;\fl tel que :

19Ct. 0.2.1 Singularités réduites
20Cf. 0.2.1 Singularités réduites
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Fi1c. 3 — Exemple d’arbre dual (non pondéré) réalisant les conditions de la
remarque 1.5.3.

— Les feuilletages marqués .7:‘{,\;1 et .7:3: sont SL-cobordants.
— 1l existe un biholomorphisme ¢ : D,, — D,,, entre les diviseurs des
réductions de F, et F.,, compatible’’ aux marquages.

Théoréme B Soient deux germes de feuilletages holomorphes, .7-1{,\(’]1 et fj}]’l, de

(C2,0), singuliers a l'origine, de 2° espéce générale, marqués par Fo,. S’ils sont
SL-équivalents alors ils sont faiblement SL-reliés.

2LCt §1.2.2.
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2 Démonstration du Théoréme A.

La stratégie de cette démonstration a déja été donnée dans l'introduction;
nous y renvoyons le lecteur.

Nous notons, dans ce chapitre, P = (C, [0, 1]) 'espace des parametres.Tous
les feuilletages considérés dans cette section sont non dicritiques (Cf. §0.2.1
Singularités réduites).

2.1 Un pont au milieu de nulle part...

Etant donnés deux germes de feuilletages holomorphes singuliers de (C2,0),
(Faor Mo O [Fwo,D]Decomp(Duo)) et (Fu,, Awys 0wy [Fun ,D}Decomp(pwl )) mar-
qués par F, SL-équivalents, nous ”construisons un pont” entre ces deux ger-
mes : une variété (M$%, D%) de dimension complexe 3, germifiée le long d’un
diviseur, fibrée au-dessus de P, 7% : (M%,D%) — P , munie d’un sous-
espace L% C D% et qui relie les triplets (M., , Dy, , X, ) €t (Mg, Dasg, ) -
Nous montrons que cette variété est C*°-conjuguée au-dessus de P a la variété
(M, Doy, ) X P et que cette conjugaison trivialise aussi £%. Plus précisement :

Définition 2.1.1 Considérons deux germes de feuilletages holomorphes, f‘f,\;l
et FM de (C2,0) singuliers a l'origine, marqués par Fn. Un pont C*°, de

wi?
parametre P = (C,[0,1]), entre ces deux germes de feuilletages, sera un triplet

((( 7’7D?3)a77l113aV07U1)7Ea]5aS0P)
tel que :

1. le diagramme suivant est formé de deux carrés cartésiens :
& (M3, Dp)
O 1 7% O
— —

(C,[0,1])

(Moo, Desy )

!
{0}

(May, Doy
!
{1}
Ou :

(a) M$% est une variété holomorphe de dimension 3,

(b) D% est une hypersurface de M% dont chaque composante irréductible
est lisse,

c %,D%) est homéomorphe a (M, Dw,) X P, par un homéomor-
P P D 0 0 p
phisme fibré au-dessus de P dont la fibre en 0 est v,
d) v; est un germe, le long de D,,., de plongement holomorphe tel que
g 5 g i pong p q
v;(D,,) C D%, i =1,2,
e) ™% est un germe, le long de D%, de submersion holomorphe tel que
P g g p p q
la restriction de ™% & chaque composante irréductible de D% est une
submersion lisse, et,

(f) pour tout D € Comp(Dg), Ay, (D) et Ay, (D) appartiennent & la
meéme composante irréductible de D%.

2. X% est un sous-espace lisse de D% tel que :

(a) la restriction de ™% & chaque composante irréductible de X% est un
biholomorphisme,
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(b) v (%) =S, i = 0,1,
(c) pour tout i € X, 0w, (1) et 0y, (i) appartiennent & la méme compo-

sante irréductible de %.

3. @p est un C*°-difféomorphisme préservant l’orientation qui vérifie le dia-
gramme sutvant
D, x P
pra "\

Dy
/T

e EeN

ainsi que les assertions suivantes :

(a) en restriction & un voisinage de 3, X P, ¢p est biholomorphe sur
un voisinage de 3X%.

(b) ep vérifie U'égalité pp|p,, x0 = Vo|D., -
(c) vp vérifie, pour tout D € Comp(Dy,), l’égalité [901 oLy Auy(D)| =
[1/1 ol A, (D)| avec oy = Ppiprs (1)

Lorsque le contexte est clair, le pont (M%,D%), 7%, v0,11), 2%, ¢p) sera
noté (M$%, D%).

Cette définition induit 'existence d'un ”marquage” (A%, 0%, [L'p,p|) par Fe
sur la variété (M$%, D%) défini, de maniére fibrée, par :

A2 : Comp(Dz) — Comp(D2), D — ¢, 0 Ay, (D),
Ug:zw_)zga i'—>80sogwo (2)7

et par
[FS,D] = [QDS © Fwo,D} pour tout D € Comp(Dwo)'

On remarque que ce marquage coincide en (ﬂ'%)_l (1) avec le marquage de

(Fors Aoty 0wy s [levD}DGComp(le)) et en (ﬂ-%)*l (0) avec le marquage de

(-;Ewoa Awm Twgs [FWOaD]DeComp(DWO))'

Cette définition induit ’égalité des indices d’auto-intersection : Pour tout D €
Comp(Du,), (Aw, (D), Aw, (D)) = (AZ (D), AS (D)) -

Enongons le lemme principal de ce paragraphe :
Lemme 2.1.2 Soient deuzx germes de feuilletages holomorphes, .7-"‘{,\;‘ et fuf}f, de
(C2,0) singuliers a lorigine, marqués par Fo,, SL-équivalents. Alors il existe un
pont C*°, de parametre (C,[0,1]), entre ces deux germes de feuilletages.

Nous noterons par la suite (M%, D%, 1%, A%, 0%, pp) ce pont. Il y aura deux
étapes a cette démonstration. Nous utilisons l'existence, due au corollaire 1.4.3,
d’un difféomorphisme C*°, ¢ : D, — D,,,, holomorphe au voisinage des lieux
singuliers, respectant le marquage par F des feuilletages F.,, et F,,, pour con-
truire ”I’armature du pont”. Elle est constituée d’un diviseur (I'espace D%) qui
permettra d’homotoper ¢ a I'identité le long de D%. Nous finirons la démonstra-
tion en plongeant ’armature dans un espace plus grand, I’espace (M%, D%),
qui vérifie les conditions voulues.
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2.1.1 Premiére étape : Construction de l’espace D} et de l’applica-
tion ¢p.

(M D)

Wo O¢ (MOJ1'D0)1)

F1c. 4 — (Lemme 2.1.4) Armature d’un pont reliant deux feuilletages.

Sous les hypothéses de la proposition 2.1.2, nous avons :

Lemme 2.1.3 I existe un C* difféomorphisme ¢ : Dy, — D, , holomorphe
sur un voisinage de ¥,,,, compatible’® au marquage de F,,, et F.,, par Fe.

Ce lemme n’est qu’'une réécriture du corollaire 1.4.3. Ainsi, toujours sous les
hypothéses du lemme 2.1.2, nous avons le :

Lemme 2.1.4 1] existe un quintuplet (D%, 7p,p,vo,v1) tel que :

1. D% est un espace analytique réduit & croisements normauz et chaque com-
posante trréductible de D% est une variété holomorphe de dimension 2,

2. wp est une application holomorphe de D% sur un voisinage de [0,1] dans
C telle que sa restriction & chaque composante irréductible de D} est une
submersion holomorphe propre surjective,

3. ¢p : Dy, x P — D% est une application qui vérifie la condition 3 de la
définition 2.1.1,

4. vi: Dy, — D% N 7r1§1 (k), k=0,1, sont des biholomorphismes,
9 Pplpry (1) T V1O¢

Définition 2.1.5 Un quintuplet (D%, 7p, ¢ p,vo, V1) vérifiant les quatre asser-
tions du lemme précédent s’appellera armature de pont C*.

Preuve du lemme 2.1.4. Nous aurons besoin d’utiliser la notion de struc-
ture presque complexe sur P!. Quitte a se placer dans une carte, nous noterons
[dz + 11 (%) dZ] ce type de structure. Nous utilisons le théoréme d’intégration de
type Ahlfors-Bers [Ahl] suivant :

22C1. § 1.2.2.
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Théoréme 2.1.6 ([Ahl]) Considérons une famille, paramétrisée holomorphique-
ment par P, de structure presque complexe C* sur P! notée

[dz 4 pe (2) Az p

i.e. t — p, (2) est holomorphe et (z,t) — p, (2) est C*.
Alors il existe une unique famille, paramétrisée holomorphiquement par P,

de difféeomorphisme C*° notée fy : P! — P! telle que pour tout t € P, p, (2) =

g:ﬁ (2) et fi (x) = * avec * = a,b,c ou a,b,c sont trois points distincts de P*.

*

F1G. 5 — (Preuve du lemme 2.1.4) Schéma de construction de 'armature D%
par recollements.

Pour accroitre la clarté de cette preuve, nous faisons deux cas :

Cas didactique : #Comp(Dy) = 1.

Identifions D,,, et D,,, a PL. Les feuilletages marqués étant SL-équivalents,
nous disposons d'un homéomorpisme H : P! — P! qui vérifie H(Z,,) = S,
et H(vy;) = p; ou (v;), resp. (u;), sont des représentants des systémes complets
simples de lacets des marquages respectifs. Appliquons le corollaire 1.4.3 & H
et au systéme de points {a1, ..., an} = Zw, U {a,b,c} ot a,b, c sont trois points
distincts n’appartenant pas a ¥,,. On obtient Papplication ¢ : P! — P! qui est
C*, holomorphe au voisinage de ., et de plus (u) = ¢((yi)) est un systéme
complet simple de lacets de méme classe que (i), car ¢ o H ! est isotope &
I'identité dans 'espace des isotopies qui fixe chaque élément de X, .

Cette application ¢ induit une structure presque complexe C* sur P! définie

dans les cartes par [dz + g—jﬁ (2) dz} . Considérons la famille, paramétrisée holo-
morphiquement par P, (,ut (2) = t.g—zf (z)) . En appliquant le théoréme préceé-
= teP

dent, nous obtenons 'existence d’une famille de C°°-difféomorphismes, paramétrisée
holomorphiquement par P,
@, : P! - P!
— 52 Pt

02,
plication p, (2) étant nulle au voisinage des singularités X, , application ¢, (2)

telle que pour tout ¢ € P, p, (2) (2) et p, (¥) = % avec * = a,b,c. L’ap-
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est holomorphe au voisinage de cet ensemble. L’unicité de la famille de C*°-dif-
féomorphismes ¢, implique en ¢t =0 et en ¢ = 1 les égalités ¢y = id et p; = .
Nous définissons D% = P! x P, pp(z,t) = (¢,(2),t), mp(z,t) =t et vg et vq
sont donnés par les identifications de D, et D, a P! choisies au début de la
preuve.

Cas général : #Comp(Dg) =n > 1.

Ordonnons les composantes de Do, Comp(Ds) = {D1,..,Dp}. La méme
construction ci-dessus appliquée & chaque composante donne un quintuplet
(Dp, 7%, ¢, vo,v1), i = 1,..,n. Le résultat cherché est obtenu en recollant
les espaces D% le long des lieux singuliers $% = % (S, N Ay, (D;)) x P). Puis
en munissant ’espace obtenu de l'unique structure holomorphe qui le rend a
croisements normaux et qui coincident avec la structure holomorphe de chaque
Di. m

Nous définissons les applications de "marquage par F” relatives a ’espace
D$% de maniére fibrée en posant, pour tout s € P :

e (5) " Comp(Dg) — Comp(DS), D — ¢ oA, (D),

P|7'r;1
a . a - .
Tplnzi(s) - Yo — X4 i p 004, (1),

CpplN 7r;,1 (s) = [¢s 0 Twy,p] pour tout D € Comp(Dy,).

2.1.2 Deuxiéme étape : Construction de la variété M$%.

a a

W‘— (Mg, Do)

F1G. 6 — (Lemme 2.1.2) Schéma d’un pont reliant deux feuilletages.

Sous les hypothéses de la proposition 2.1.2; en utilisant les résultats du lemme
2.1.3 et 2.1.4, nous avons la :

Preuve du lemme 2.1.2. Pour cette démonstration, il suffit de vérifier la
récurrence dont ’hypothése au rang n est la suivante :

"Pour le cardinal de Comp(Ds) = n > 0 et pour toute armature de pont
C™, (D%, mp,¢p,vo,v1), il existe un sextuplet (D%, M%, 7%, ¢pp, v§, v]) formé :
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— D’une variété holomorphe M$% de dimension 3,
D’un plongement D¢ — M$%,
) 1 a . a Al a —
— D’une submersion 7% : M% — P vérifiant Tpipa = TP,

De deux autres plongements v§ : (My,,Dy,) — (7%)7" (1) vérifiant
u}’lle =vj,avecl =0,1 et

— D’un C°-difféomorphisme ¢p : (Muy, X P, Dy X P) — (M%, D%) dont

la restriction a D,,, x P coincide & ¢p.”

Ce sextuplet (D%, M%, 7%, ¢pp, vE, v{) sera un pont.

Démontrons cette récurrence.

— Initialisation : #Comp(D) = 1.

Ici, l'espace D% est la variété P! x P qui se plonge canoniquement dans la
variéte C2 x P. Ce cas est trivial, M% = C2 x P.

— Propagation : #Comp(Dg) =n > 1.

Considérons 'ensemble des composantes irréductibles A} (D) de D%, D €
Comp(Dy), telles que (D, D) = —1 que nous noterons {D, .., D,.} .

Notons g : D} — bfé I’application holomorphe qui collapse le long de chaque
fibre 75" (s) les composantes irréductibles Dy N7 pt (s), k= 1,..,7.

Pour tout ¢ € {1,..,7}, la courbe ¢; = ¢ (D;) C ﬁ}’; est holomorphe, lisse et
T p|e; est un biholomorphisme sur P, ou go7p = 7p.

Ainsi nous avons les diagrammes commutatifs :

Dwo ("_0> D?’ fl_l) Dw1
D.,,xP %% Dg lgnt Ol O lgno
lE!Lg]xid O {«q et Dgffl) P 1“)313 b, Dgfl)
I A lip O lap O lis
0 — P 1
ou :
1. L’espace Dg;_l) est le (h-1)-iéme diviseur exceptionnel de I'arbre d’écla-

tement de wyg, ou h est la hauteur de 'arbre de réduction de F,.
2. L’application E/~! est la (h-1)-iéme application d’éclatement?

a cette désingularisation, k = 0, 1.

associée

En appliquant I’hypothése de récurrence au quintuplet (bjé, Tp,@p, Vo, ﬁl) ,

nous obtenons I'existence d’un sextuplet (f)j‘;, A% 7%, dp, D, ﬁ‘f) qui réalise
les propriétés de la récurrence.

Notons E : M$% — M$% Dapplication d’éclatement simultanée de chaque
courbe ¢;, i = 1,..,7. En remontant le sextuplet (bj‘;,M‘};,fr?g, bp, D8, ﬁf) par
éclatement, nous obtenons directement le sextuplet (D%, M%, 7%, ¢p, VG, )

voulu.
Nous avons les diagrammes commutatifs suivants :

COO a a
D% — MY (Mo X P, Doy, X P) —  (M%, Dp)
lE O J,E J«EQO*' xid O lE
Ha A - - ce “1a PHa
Dy — Mb (M&’; U p, DY « P) N ( P,DP)
23Ct. §0.3.2
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et
(Mug. Do) 5 (M$,DE) < (M, Da)
(M&D DY) (W, Bg) E (MG Dl
L#g, O lag o b
0 — P — 1

[N}

Ce qui conclut la démonstration du lemme 2.1.2. =

2.1.3 Quelques propriétés du pont (M$%, D%).

La proposition 2.1.2 étant démontrée, nous allons prendre quelques minutes
pour éclaircir certains détails concernant le pont (M%,D%) que nous venons
de construire. Nous allons montrer qu’au voisinage de chaque courbe A%(s),
s € Xy, tracée sur le diviseur D%, la variété (M%, D%) est localement analy-
tiquement triviale. De plus le biholomorphisme de trivialisation coincide sur le
diviseur D% avec 'application ¢p.

Notons U = (Mo, Ui)iesc(.) > Tesp- Up = (Mp,Upi);exc()» un germe
de recouvrement adapté?* du germe de variété (M,,,, Dw,) , Tesp. du germe de
variété (M%, D%), qui vérifient, pour tout ¢ € ¥C(x), l'égalité

¢p (Ui x P) =Up,

ol XC0(w) = Xw UComp(Dy).
Sous ces notations, nous avons la propriété de trivialisation suivante :

Lemme 2.1.7 Il existe une application

¢p ( L] (Mwoan)> xP— || (Mp,Ups)

1€Xw 1€3 %

telle que pour tout © € ¥, Uapplication

SDZ)'(MuoyU’L')XP : (Mwm UZ) x P — (M(IZ% UP,i)

est un biholomorphisme vérifiant gp‘lglU_XP = PP|U,xP-
f ,

Pour la démonstration de ce lemme nous aurons besoin des sous-lemmes de
trivialisation holomorphe suivants :

Sous-lemme 2.1.8 Fizons i un point singulier du diviseur Dy et notons D1,
Dy les composantes irréductibles de D, qui vérifient D1 Do = i. Alors il existe
un germe de biholomorphisme

fit (M%,Upsi) — (D x D, D1UD3) x P

tel que
fZ(AaP(Dl)) =Dx0x P etfi(AaP(DQ)) ZOXDXP,

awecD={|z|<1,2€C}, Dy ={z=(2,0)|z|< 1,z €C,z€ C?} =D x 0 et
Dy ={z=(0,z),|z|<1l,z€C,z€C?} =0xD.

21C1. § 0.2.2.
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Section 2.1. : Un pont au milieu de nulle part...

Preuve du sous-lemme. Notons V = (M%,V;);_, un germe de recou-
vrement ouvert du germe de variété (M%,Up;) ot A est un ensemble fini.
Localement, sur tout ouvert (M%,V;), il existe un germe, le long de V;, de
champ de vecteur holomorphe Z; tel que :

1. Le germe de champ de vecteur Z; est tangent & A% (Dr,), m =1,2.
2. Le germe de champ de vecteur Z; est tangent & % (7).
3. Le germe de champ de vecteur Dr%.Z; = 1.

De plus 0% (i) est de dimension 1, ouverte, donc de Stein. D’aprés un théoréme
classique Siu [Siu], elle posséde un systéme fondamental de voisinage de Stein
(Wa)a dans M%. Choisissons g pour que W = W, soit recouvert par des
ouverts de Stein Uj, j € A, sur lesquels Z; sont définis holomorphes. Le fais-
ceau Ay, de base W des champs de vecteurs holomorphes Z tangents aux var-
ietes A% (Dq) et A% (D2) et qui sont verticaux i.e. Dn%.Z = 0. Trivialement
Zij = Z; — Z; définit un élément [Z;;] de H' (U;, XY,) = H' (W, Xj,) . Cet es-
pace de cohomologie est nul puisque W est de Stein et A7y, est cohérent. Ainsi,
il existe (Yj),c, un élément du HC (W, Xy,) tel que Z; — Z; = Y; — Y pour
tout U; NU; # (). Le champ de vecteurs Z; — Y; se recolle en un champ Z sur
W, est tangent & A% (D1) et A% (D3) et vérifie Dn%.Z = 0. En restriction a
0% (i), le champ Z est relié par 7% au champ % de C. Au voisinage du compact
[0,1] N A% (D1) N A% (D2), le flot de Z est défini pour un temps décrivant un
voisinage compact de [0,1] dans C et pour des conditions initiales décrivant un
voisinage assez petit, dans (7%)" (0) de 04, (i). Ceci donne une rectification
globale d’un voisinage de A% (D1) NA% (D2). m

De la méme maniére, nous avons le :

Sous-lemme 2.1.9 Fizons i un point singulier du feuilletage Fao régulier du
diviseur D, et notons Dy la composante irréductible de Do qui vérifie Dy > .
Alors il existe un germe de biholomorphisme

fi: (./\/lap,Up,i) — (D XD,D1UD2) x P
tel que
fi (A% (D1)) =D x0x P,
awvece D={]z|<1,2€C}, Dy ={z=(2,0)|2|<1,z€C,2€C?} =D x0 et
Dy={z=(0,z),|z|<1l,z€C,zeC?} =0 xD.

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 2.1.7 de trivialisation analy-
tique locale :

Preuve du lemme 2.1.7. 1l nous reste a modifier les biholomorphismes
locaux donnés par les deux sous-lemmes précédents pour qu'’ils coincident avec
o sur le diviseur. Fixons ¢ € ¥, deux cas se présentent :

1. Le point ¢ est un point singulier du diviseur D,.

Notons Dy, D> les composantes irréductibles du diviseur D telles que
D1 N Dy = 4. Donnons nous a ’aide de cartes des biholomorphismes :

{pi: (Mp,Upi) — (D x D,D1UD3) x P
et
gi : (Mwoan) X P — (D X D,DlUDQ) x P
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Chapitre 2.: Démonstration du Théoréme A.

Ce dernier bihlomorphisme, d’aprés le lemme 2.1.8, vérifie :
€ (Awy (D1) x P) =E€p; (A (D1)) =D x 0 x P

et
gi (Awo (DQ) X P) - fp’i (A% (DQ)) =0xDxP.

Notons ¢p; la restriction de ¢p & Ay, (D1) X P et ¢py celle de ¢p a
Ay, (D2) x P. Leur expression dans les cartes est du type suivant :

Epioppio& ¢ Dx0xP—Dx0xP,
(x,O,s) = (@1(‘%3)’0’3)

et
€pioppaoli’ ¢ 0xDxP—0xDxP,
(07y7 5) = (0’ 2 (ya S) ) S)

Ces applications sont holomorphes par construction de ¢ p.
Nous définissons ¢% dans les cartes en posant

Epiopp bl (x,y,5) = (§1(2,5), P2 (y,9) ,5)

qui est D'application recherchée.

2. Le point i est un point régulier du diviseur D, .

Notons D; la composante irréductible du diviseur D telle que Dy > 1.
D’aprés le lemme 2.1.9, il existe une carte

&t My, Ui) x P — (D x D, D;UD3) x P
et une carte
{pi i (Mp,Upi) — (D x D, D1UD3) x P
qui vérifient
& (Ao (D1) X P) =£p; (Ap (D1)) =D x0x P

Notons ¢p; la restriction de ¢p & Ay, (D1) x P dont I'expression dans
les cartes est du type suivant :

¢pioppio&' 1 Dx0xP—Dx0xP,
(x,O,s) = (@1(‘%3)’0’3)

Cette application est par construction holomorphe. Nous définissons ¢%
dans les cartes en posant

gP,i © 80(113 © 52_1 (maya S) = (()bl (mv S) 'Y, S)
qui est D’application recherchée.

Ce qui conclut la preuve de ce lemme. ®
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Section 2.2. : Définition d’une nouvelle structure holomorphe sur le germe de
variété (M, x P,D,,, X P).

2.2 Définition d’une nouvelle structure holomorphe sur le
germe de variété (M, x P,D,, x P).

Reprenons les notations précédentes, nous venons de construire un pont C*°
(M%,D%) ,m%h,v0,v1), X%, pp) entre les germes de feuilletages marqués F2,!
et f,j,\l’l. Ici, la structure holomorphe de M$% sera appelée structure holomorphe
standard. Fixons un atlas A% de cette structure. Dans ce paragraphe, nous
construisons une nouvelle structure holomorphe sur la variété (M,,, x P, Dy, %
P), définie par un nouvel atlas A2, p, pour laquelle le déploiement F,,, x P,
I’application

Pp: (Dwo x P, AgoxP|DwUxP> - (D?%Agm;) )

la submersion pro : M,,, X P — P et le plongement M,,, — M,,, x {0} C
M, x P sont tous quatre holomorphes.

Notons U = (M, Ui);exc () un germe de recouvrement adapté?® du germe
de variété (M., , Dy,) tel que pour tout i € X, 'application ¢%, obtenue au
lemme 2.1.7, est holomorphe sur l'ouvert (My,,U;) x P ou 2C(w) = X5 U
Comp(D).

Fixons une submersion holomorphe

p: |_| (Mo, Ui) — |_| U;

1€Comp(Dw) 1€Comp(D)

qui vaut 'identité sur U; et donc qui est transverse au feuilletage F,, .

Tout d’abord, nous allons nous donner des atlas appropriés, pour la construc-
tion que nous voulons faire, sur les espaces M, M, xP et M% qui décrivent
encore la structure holomorphe standard, fixant ainsi les notations. Puis nous
énoncerons quelle est la nouvelle structure complexe que nous considérons sur

(M, X P, Dyy % P).

— Atlas approprié sur un voisinage V(D,,,) de D,,, dans M., .
Nous décrivons la structure holomorphe standard sur la variété V(D,,,) au
moyen d’un atlas que nous notons Affo ainsi défini :

A =(V (V) &i)icaus, » §i 2 V (Vi) = DxD ol A est un ensemble fini et D = {| 2 [< 1,z € C},

tel que :

1. V; est un ouvert l-connexe de D,,, et V(V;) est un voisinage ouvert 1-
connexe de V; dans M., .

2. Pour tout ¢ € X,

(a) Pouvert V (V;) est un voisinage de o, (¢), biholomorphe & un poly-
disque, qui vérifie :

V (Vi) N3y, = 0w, (1),

5Ct. §0.2.2.
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Chapitre 2.: Démonstration du Théoréme A.

(b) Pouvert V; est inclus dans 'ouvert U; de U et vérifie :

€ (VinDu) = {D x 0} U{0x D} siiestun point singulier de D
P wor {D x 0} siiest un point régulier de Dy
avec D ={|z|< 1,z € C}.

3. L’ensemble (V;),. 4 forme un recouvrement ouvert de Dy, —¥w, = U U;.
jGCOmp(Dw)
4. Pour tout ¢ € A, Vouvert V (V;) n’intersecte pas X,,,, rencontre une unique
composante irréductible de D,,, et nous avons ’égalité :

& (Vi) =D x0.

5. Le sous-atlas (V (V;),&;);c 4 est un atlas distingué pour le feuilletage régu-
lier Fo.oju,cav(v;) et est compatible avec la fibration p : Pour chaque carte
& = (fl’i’€27i)ieA’ les fibres {51’1- = cste} sont les fibres de p et les fibres
{€5,; = cste} sont les plaques de Fopv(v;)-

En particulier, pour i,j € A, les changements de cartes sont & ”variables
séparées” ; i.e. §1; = g1,i5 ©&1; €t o, = g2, © &y ou les g, ; sont des
biholomorphismes inversibles, r = 1, 2.

— Atlas approprié sur le voisinage V(D,,,) x P de D,,, x P dans M,,, x P.

Nous décrivons la structure holomorphe standard sur la variété V(D,,,) x P

au moyen de I'atlas que nous notons A% | p défini au moyen de l'atlas AS} par :

AZp = (V (Vi) X P,&; x idp)icaus., »

ol idp est 'application identité.

— Atlas approprié sur un voisinage V(D% ) de D% dans M%.

En conservant ces nouvelles notations. Nous décrivons la structure holomor-
phe standard sur la variété V(D%) au moyen d’un atlas que nous notons A%
ainsi défini :

AR = (V(Vpi),€pa)

I€AUS
tel que :
1. Vp,; est un ouvert de D} qui vérifie Vp; = ¢p (Vi x P) et V(Vp,;) est un
voisinage ouvert 1-connexe de Vp; dans Mf%.
2. Pour tout i € ¥, I'ouvert V(Vp,;) est un voisinage de o% (¢), contenant
¢% (Vi x P), biholomorphe a un polydisque D x D x P tel que
{Dx0xPyU{0xDx P} siieSing(Dy)
{D x 0 x P} siiest un point régulier de Dy’
avec D ={| z |< 1,z € C}.

€pi (Vi) = {

Un tel ouvert Vp; existe d’apreés le lemme 2.1.7.
3. Pour tout i € A nous avons égalité {p,; (Vp:) ={D x 0 x P}.
4. Les cartes {p; sont compatibles aux projections : pra o {p, = 7mp, ou
pro: D xD x P — Petnh:V(Vp;) — P sont les projections naturelles.
— On note A3 = (VPJ‘, EP’Z-) ‘ l'atlas induit par A3 sur D% défini par
N 1EAUS &
Epi =Epilvp,-
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variété (M, x P,D,,, X P).

Ces atlas étant maintenant défini, nous pouvons mettre en évidence une
nouvelle structure holomorphe sur le voisinage ouvert V(D) x P :

Définition 2.2.1 On considére sur le voisinage ouvert V(D) X P de D, x P
dans M, x P latlas

ZyoxP = (V (VZ) X P, CP,i)ieAUEw

ou Uapplication Cp; est définie par
(pi = { ((ép,i o@po P)afg,i) sii € A

§pioPp sii € Y.

et ou les applications % et pp sont construites dans le paragraphe précédent et
(V (Vi) x P, (517i,§27i,idp)) est la carte de Uatlas A5}, p.

La carte (V (V;) x P, CP’Z-) se représente, pour ¢ € A, par le diagramme suiv-
ant : ¢
V(Vi)x P 25 0xDx0
Lp
Vi x P
Lep i
gP i

Vi.p = Dx0xP

Proposition 2.2.2 L'atlas Af, . p définit une structure holomorphe sur la var-
iété V(D) x P.

Preuve. Vérifions que les changements de cartes sont des biholomorphismes.
Considérons deux ouverts V (Vi) x P, V (V;) x P d’intersection non vide :
—Siie Aet j € Xy, le cas est trivial. En effet, sur V(V;) X P, j € £, ¢%
est un biholomorphisme [Lemme 2.1.7]. Sur V; NV}, ¢p est aussi un biho-
lomorphisme (de par sa construction). Toutes les applications composant
le changement de carte sont holomorphes.
— Sii,j € A, le changement de carte est

-1 ot ~—1 1
Cpi®Cp; = (fP,i °&p; &2, © 52,j>

qui est holomorphe.
Ce qui démontre cette assertion. m

2.2.1 Quelques propriétés de ’espace (M,,, x P, D,, X P) muni de sa
nouvelle structure holomorphe.

Lemme 2.2.3 Le déploiement constant F,,, X P est holomorphe.

Preuve. Considérons deux cas :

— Sur les ouverts V (V;) x P, i € A.
Les ouverts V (V;) x P, i € A, sont des flow-box du feuilletage, en effet les
plaques sont encore les courbes de niveaux &, ; = cste. De plus 'applica-
tion

-1 ot ~—1 1
CP,@' © Cp,j = (fp,i © fp,jafz,i © 52,3')

i,jEA
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Chapitre 2.: Démonstration du Théoréme A.

préserve les courbes y = cste de D x D x P (fait qui ne dépend que
de Tapplication &, ; o &y Jl) Ainsi les changements de cartes (p; o C;’lj
avec i,j € A respectent la partition induite par le feuilletage régulier
Fuo X P sur U V (V;) x P. Les changements de cartes étant holomorphes,

le feullletage fwo X P ue AV(Vi) est holomorphe.

— Sur les ouverts V (V;) x P, i € £
L’application ¢% étant holomorphe sur Pouvert V (V;) x P, pour tout ¢ €
Y=, le caractére holomorphe du feuilletage F,,, x P sur cet ouvert n’a pas
été modifié. Il est toujours holomorphe.

Le déploiement conserve bien son caractére holomorphe.

Lemme 2.2.4 L’application

Pp: (Dwo X P, Agoxpmuoxp) (DPa P|D“)
est un biholomorphisme.

Preuve. Montrons que l'expression de ¢p dans les cartes est une applica-
tion holomorphe. Fixons V; x P un ouvert de Dwo x P. L’expression de ¢p,
dans la carte associée a cet ouvert, est fpg oppo CP il Do, x p qui n'est autre que

I’identité, aprés simplification. Ainsi ¢ p est holomorphe [

Définition 2.2.5 Latlas A% . p = (V(Vi) x P, CPﬂ')ieAUE sur V(Dy,) x P
définit un germe d’atlas holomorphe sur la variété germifiée (My,, X P, Dy, X P)
que nous notons par abus de langage AZ, . p = (Mu,, Vi) x P, CP’)zeAUZ

2.3 Conclusion

Pour finir la démonstration du Théoréme A, il reste & construire un dé-
ploiement marqué F; M gquiréductible de .7-1,0 de parameétre P le long de 0 x P
qui vérifie : il existe un biholomorphisme ¢ : 7]|H e D,,, compatible?® aux
marquages. Rappelons que P symbolise le germe ((C [0,1]). Le seul resultat que
nous utilisons des paragraphes précédents est l'existence de 1’atlas holomorphe,
noté A? . p, sur (Mg, x P, Dy, x P) que nous venons de construire et qui est
tel que le déploiement F,,, x P, I’application

QP:DWO X{l}Hlev

la submersion
pro: My, x P — P

et le plongement
My, — My, X {0} C My, x P

sont tous quatre holomorphes quand on munit M,,, x P de cette nouvelle struc-
ture. Nous allons voir que (Mo, x P, A% P) est biholomorphe & une variété
obtenue & partir de C? x P par une succession d’éclatements de centres étales
au-dessus de P. Le déploiement de F,, recherché est 'image de F,, X P par ce
biholomorphisme.

2601, § 1.2.2.
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Nous utiliserons le théoreme de Grauert a paramétre cité dans [Mat,] :
Notons toujours C? la variété obtenue par éclatement de lorigine de C%2, 11 :
C? x P — P la projection canonique et ig : P! x P < C? x P le plongement
naturel.

Théoréme 2.3.1 Soit (M, 7p,ip) une variété holomorphe de dimension 8 mu-
nie d’une submersion holomorphe mp : M — P et d’un plongement holomorphe
ip : P! x P < M vérifiant Hpixp = mp oip. Si on suppose que l'auto-
intersection du diviseur ip(P! x {0}) dans legl(o) est —1 alors il existe :

1. un voisinage W de ip(P* x P) dans M,

2. un voisinage W de ig(P' x P) dans C? x P,

8. un biholomorphisme H : W — W verifiant :

(a) Uégalité ig = H oip :

P! x P
ip O \ %0
(b) Uégalité mp =Tl o H :
7TP\ O /H
P

En contractant le long de chaque fibre de 7p le diviseur ip (P! x P) de M,
on obtient immédiatement le :

Corollaire 2.3.2 I existe :
— une variété holomorphe My munie d’une submersion 7y : My, — P,
— une courbe lisse I' C My telle que mqr est un biholomorphisme et
— un biholomorphisme G : M — My qui vérifie

Goip(P' x P)=E; Y (T) et 710G =7p

ou ™ = mokEy et By : /\;ll — My est Uapplication d’éclatement de la
courbe I de M.

On a le diagramme commutatif suivant :

P
/O N\ 71
ip(P' x P) C M A My
\ N\ O JE N\ 71
r C M, LEY P

Sous les hypothéses du Théoréme A, en conservant les notations et les
résultats de ce chapitre, nous avons le :

Lemme 2.3.3 Considérons ((My, X P, Dy, x P), A% . p) la variété holomor-
phe obtenue par la définition 2.2.1, alors il existe :
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~ Une variété holomorphe (Mp, Dp), A%") obtenue par une succession d’é-
clatements de (C? x P,0x P), munie de sa structure holomorphe naturelle,
de centre des courbes lisses et étales’” au-dessus de P,

— La projection p: Mp — P et

— Un germe de biholomorphisme

H: ((MPaDP)a-ASt) - ((Mwo X Pa Dwo X P)7AZ)0><P)
qui commute aur projections : pr =proo H ot pro: My, xP — P.

Preuve. Nous effectuons une récurrence sur le nombre de composantes ir-
réductibles de D, .
— Initialisation : #Comp(D,,,) = 1.
Ce cas est réglé par le théoréme de Grauert a paramétre, cité ci-dessus.
— Propagation : #Comp(D,,,) =n > 1.
Ordonnons les composantes de D,,,, Comp(D,,,) = {D1,.., D,,} de sorte
que (D, D) = —1. En appliquant le corollaire 2.3.2 4 D, x P C M, XP,
on obtient le diagramme suivant :

(Mo, s Duy), A*) P
L /" pra O N\ 71

(Mug X P.Duy x P) A2 p) ———  ——5— (M1, D), )

\ N /

pra (s w0 ; 5
N N\ e
r (_(ﬂ-—](— ((Mlapl);Al)
Ou:
— M est une variété holomorphe de dimension 3 munie d’une submersion
m My — P,

— G est un biholomorphisme,

G: (Mwo X P, Dwo X P)? goxP) - ((Mlvﬁl)’Al)’

qui vérifie
G(Dy, x P) = E;*(T") et 71 0 G = pra,

— I'est 1~a courbe (M, Dy) obtenue en collapsant la composante D,, X P,
— F1: My — Mj est Papplication d’éclatement de la courbe T,
— 71 est I'application 7 o Eq,
Et ou :
— Dy est I'espace analytique (Eﬁ,}éfl)(Dwo) x P),
— Dy est espace analytique Ej ' (D),

27 R s . . s L.
“"Pour étre précis, cette succession d’éclatements a toutes les propriétés d’une désingu-
larisation par éclatements d’un déploiement équisingulier, mis & part qu’ici il n’y a pas de

feuilletage.
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- Ay, Ajsont les structures complexes induites,
— v1 est un plongement tel que

[ ((Mwl 7Dw1)aASt) - (Mwo X {1}7Dw0 X {1})7 ggxP)

est un biholomorphisme,

- /(};71), id ) est 'application de contraction du diviseur D,, X P.

En utilisant I’hypothése de récurrence, nous obtenons ’existence :

1. d’une variété holomorphe (M, D) obtenue par une succession d’écla-
tements de (C? x P,0 x P), vérifiant les propriétés voulues,

2. d’une projection p: M — P et

3. d’un germe de biholomorphisme H : (M1, Dy), A1) — (M, D), A™)
qui commute aux projections : po H = my.

Par éclatement, on obtient le diagramme suivant :

(M, ,Dyy), A%
(2

(Mwo X Pv Dwo X P)aAgzoxP)

|G P
i ST O N\Tp
(My,Dy), Ar) — & ((Mp,Dp), A%
l By O L E
(M1, Dy), Ay) — L (MD), A
Ou :
~ E: ((Mp,Dp), A°") — (M, D), A") est l'application d’éclatement de

centre I:I(Efu(féfl)(Dn) x P),

— mp est Papplication po F,
— D est lespace analytique H (D),
— Dp est lespace analytique E~1 (D) et
— (4 est 'application H remontée par éclatements.
Le biholomorphisme H recherché est Gy o G.
La récurrence est alors vérifiée, ce qui termine la démonstration du lemme
233 nm

2.3.1 Fin de la démonstration du Théoréme A.

Pour conclure la démonstration du Théoréme A, nous utilisons le lemme
2.3.3 et conservons ses notations. Nous définissons le germe de feuilletage F,) =
H* (fwo X P) sur (Mp, Dp). Par collapsage, ce feuilletage définit le déploiement
cherch¢ F, de F,,, de parametre P, le long de 0 x P.
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Les applications de marquage du déploiement F;, sont définies par composi-
tion :
Op = 0wyxP © H

[F"'/vD}DGComp(Dw) = [(F“’OvD X P) © H]DGComp(Dw) '

De par sa construction, F, est un déploiement SL-équisingulier. Trivialement
Foy €t fan;I(l) sont SL-équivalents. Enfin, remarquons que 'application

¥=¢po Hll—[;](l) : (DWIH;‘(DvASt) N (Dw]7ASt)
est par composition holomorphe et compatible’® aux marquages par Fu, en

effet ¢ et H sont toutes deux isotopes a 'identité.
Le feuilletage marqué .7-";\;‘ est ainsi

(Fomty 1y Aot (0 @i (1 | D)o DeComp(Do))’

ce qui conclut la démonstration du Théoréme A, ainsi que ce chapitre.

28CE. § 1.2.2.
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3 Démonstration du Théoréme B.

Théoréme B Soient deux germes de feuilletages holomorphes, .7-":};‘ et .7-1{,\;1,
de (C2,0), singuliers a l'origine, de 2° espéce générale, marqués par Fo,. Sils
sont SL-équivalents alors ils sont faiblement SL-reliés.

En utilisant le Théoréme A, le Théoréme B se raméne a la problématique
suivante :

Lemme Clé B1 Considérons deux germes de feuilletages holomorphes f‘f(’f
et fj,\f de (C2,0), singuliers o lorigine, de 2° espéce générale, marqués par
Fw, SL-équivalents. Supposons qu’il existe un biholomorphisme ¢ : Dy, — D,
compatible®® aux marquages.

Alors les germes de feuilletages marqués f‘f,\;l et f‘ﬁ\f sont faiblement SL-
reliés.

La démonstration de ce lemme clé est ’objet principal de ce chapitre. Le
plan de cette démonstration a été donné dans l'introduction, nous y renvoyons
le lecteur.

3.1 Digression nécéssaire sur les germes d’automorphisme
d’un germe de feuilletage

3.1.1 Définitions

Dans ce qui suit, adoptons les notations suivantes : Pour M une variété holo-
morphe munie d’un feuilletage F holomorphe singulier de dimension quelconque,
et pour A C M, nous notons :

— Diff(M,A) le groupe des germes, le long de A, de biholomorphismes

D:(M,A) — (M, A) tels que P(A) = A.

— Dif fo(M, A) le sous-groupe de Dif f(M, A) des germes qui sont I'identité
en restriction a A.

— Aut(F|(a,4)) le sous-groupe de Dif f(M,A) des germes qui laissent le
feuilletage F invariant, appelé groupe des germes, le long de A, d’auto-
morphismes du feuilletage F.

— Auto(Fj(n,4)) le sous-groupe de Aut(F(ar,4)) des germes qui sont I'iden-
tité en restriction a A.

Définition 3.1.1 Un germe de biholomorphisme f de (M, A) est un automor-
phisme fizant du feuilletage, f € Fix (fl(M,A)) , 8t pour tout U voisinage ouvert
de A dans M il existe V' un voisinage ouvert de A dans M inclus dans U tel que
si x et f(x) appartiennent & V alors x et f (x) sont dans une méme feuille de
la restriction Fy du feuilletage F a louvert V. Le groupe Fix (.7-"|(M7A)) , ainst
défini, est un sous-groupe de Aut (.7-"|(M7A)) .

Il est important de remarquer que les éléments de Fix (}"|( M, A)) ne sont pas
forcément 'identité sur A.

Considérons maintenant F,, un germe de feuilletage holomorphe singulier de
(C2,0). Notons s un point singulier du feuilletage réduit F,, contenu dans une
composante irréductible D de D,,, Us; un ”petit” voisinage ouvert connexe de
s contenu dans D,, et Up 'ouvert D — 3. Notons indifféeremment A = {s} ou
A=UsNUp.

29Ct. § 1.2.2.
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Nous rappelons (Cf. § 0.4.2.) que nous notons F, X P|(Mu0><P,A><[O,1]) le
germe de déploiement constant de ﬁwol (Mg, A) de parametre P = (C,[0,1]).

C’est un germe de feuilletage de codimension 1 sur la variété (My,, A) x P dont
les feuilles sont le produit des feuilles de F,,, par P.

Définition 3.1.2 Nous disons qu’un élément f € Dif f (M, ,A) est holomor-

phiquement fortement isotope & l’identité dans Fix (.7:

“0|(Mwo,A)) st il existe

un germe de biholomorphisme H € Fix (.7:)0 X Pl(/vl %P, AX[0 1])) tel que :
wo X P, ;
- H(m,t) = (Hy(m), 1), t € P,
- H(]:’Ld etH1 :f .

En fait, ici, dans chaque feuille de F,,,, H définit une isotopie qui relie f a
I’identité. ~
Nous rappelons (Cf. § 0.3.2.) que fizTEMwoxP,Ax[O,l]) désigne le germe de la
déformation constante de ]:wol( My 4) de parametre P = (C, [0, 1]) sur le germe
wq s

de variété (M, x P, A x [0,1]). C’est un germe de feuilletage de dimension 1,
sur cette variété, qui est sur chaque fibre de My, xt, la réplique de '7:‘00| (Mup,A)-
wq

Définition 3.1.3 Un élément f € Dif f (M, A) sera dit holomorphiquement
isotope a l’identité dans Aut (ﬁwol(/\/l A)) si il existe un germe de biholomor-
@

; Tcste .
phisme H € AUt(‘Fwol(Mwo ><P,A><[0,1])) tel que :

— H(m,t) = (H,(m),t), t € P,
~ Ho =id et H, = f.

3.1.2 Classe d’isotopie de germes d’automorphisme de Fiz (F,,) et
de Auty (F.,) pour un feuilletage F,, de 2°espéce générale.

La proposition suivante n’est pas exhaustive. Nous n’énongons que les élé-
ments qui nous seront utiles par la suite.

Proposition 3.1.4 Considérons un germe de feuilletage holomorphe .7-'3;’ de
(C2,0), singulier a Uorigine, de 2° espéce générale, marqué par Fn. Notons
U = {( My, Ui)iGEuUCOmp(Dw)} un germe de recouvrement adapté du germe de
variété (Mo, Dy,) - Alors :

1. Pour i € Sing(Dg), tout élément F € Fix (.7: (Moo (i))) est holo-
w:Twq

wo

morphiquement fortement isotope a l’identité dans Fix (ﬁwﬂl(ng’UWO(i)) .

2. Pouri € ¥, i € j € Comp(Dg), on a :

(a) Tout élément F € Fix (fwﬂl(Mwoinm[]j)) N Autg (fwﬂl(MwoanﬁUj))

est holomorphiquement fortement isotope a l'identité dans Fix (fwol (Mg ,U;mUj)) .
(b) Lorsque i € ¥, nest pas une singularité de type noeud-col sc*°, tout

élément F' € Autg (fwol(Mwo,U;ﬁUj)) est holomorphiquement isotope

a lidentité dans Aut (ﬁwol(M vinv;) ) -
wgYi J

30Cf. 0.2.1 Singularités réduites
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Rappelons que le feuilletage F,,, étant de 2° espéce générale, la singularité
1 € X NSing(Dy), considérée dans lassertion 1., ne peut étre un noeud-col.
Fixons, dans la suite de ce paragraphe,

U = {(Muy, Ui)ieZwUComp(Dw) I8

un germe de recouvrement adapté (Cf. 0.2.1) du germe de variété (M, Dy,)-
Pour démontrer la proposition 3.1.4, nous aurons besoin des trois lemmes suiv-
ants :

Lemme 3.1.5 .

1. Soient i € Y N Sing(Dg), F un élément de Fix (Fwol(MwO’Uuo(i)))
et 1 (Mg, 0uwo(i)) = (D,04,(7)) un germe de rétraction holomorphe
de My, sur lune des deux branches du diviseur; D € Comp(D,,) et

Owo(t) € D . Alors il existe un élément Fy de Fix (fwol(/\/l Tuo (1))
wprYwqo

holomorphiquement fortement isotope & F dans Fz:zc( wol (Masg 0o (5))
wp19wqg

qui préserve la fibration w, i.e. wo F} = .

2. Soienti € Xy, i € j € Comp(Dy), F un élément de Autg (fwol(/\/l Unt))f
wgoYi

et m: (M, UiNU;) — Ui NU; un germe, le long de U; N Uj, de rétrac-
tion holomorphe de My, sur U; NU;. Alors il existe un élément Fy de

Autg (ﬁw0|(M U_mUj))holomorphiquement fortement isotope a F dans
wgrYi

Fix (ﬁw0|(M U-mUj)) qui préserve la fibration , i.e. wo Fy = .
wgrYi J

Nous aurons besoin pour la démonstration de ce lemme de deux sous-lemmes :

Sous-lemme 3.1.6 Soit ¢(z,y,t) le flot d’un champ de vecteurs & lorigine de
C? qui s’écrit

X=a(l+ B(x,y))% +y(A + A(:c,y))a%

avec A, B € 09, A(0,0) = B(0,0) = 0. Considérons C(z,y) € Oq et f(z,y) =
(1 +yC(z,y)). Alors il existe un germe de fonction holomorphe T : ((CQ,O) —
(C,0) tel que

{ Flp(x,y,T(z,y)) =z
T(z,0)=0

Preuve du sous-lemme 3.1.6. La fonction K(z,y,t) = %f(qﬁ(x, y,t) —1
est holomorphe & l'origine et 'on voit que

K(2,0,t) = t(1+ B(z,0)) modulo (t*).03

Ainsi 2% (z,0,0) = 1+ B(z,0) # 0 pour tout « proche de 0 et K (z,0,0) = 0.

On conclut grace au théoréme des fonctions implicites. ®

Sous-lemme 3.1.7 Soit ¢(x,y,t) le flot d’un champ de vecteur X définit holo-
morphe au voisinage d’un ouvert U C {y =0} qui s’écrit :

0 0
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avec A,B € Oy tel que A(z,0) # 0 pour tout x € U. Considérons f(z,y) =
x+yC(z,y) un germe de fonction holomorphe au voisinage de U. Alors il existe
un germe de fonction holomorphe T : ((CQ, U) — (C,0) tel que

{ flo(z,y,T(z,y)) =z
T(z,0)=0

Preuve du sous-lemme 3.1.7. La fonction K(z,y,t) = f(¢(z,y,t)) —
est holomorphe & 'origine et I'on voit que

K(z,0,t) = tA(z,0) modulo (t*).03

Ainsi Z%(2,0,0) = A(z,0) # 0 pour tout z € U et K(2,0,0) = 0. On
conclut grace au théoréme des fonctions implicites. ®

Preuve du lemme 3.1.5. Notons ¢(z,y,t) le flot de X’ au temps t. D’aprés
les deux sous-lemmes précédents, il existe une application holomorphe T telle
que mo F(¢(z,y, T(z,y))) — 7 = 0. L’application Fi(z,y) = F(é(z,y,T(z,y)))
préserve ainsi la fibration 7 et, par construction, est holomorphiquement forte-

ment isotope & F' dans Fiz (Fw0|( M )) .
wQ

Courbes intégrales

complexes du champs X

wqgns

N T T T
S

F1c. 7 — (Lemme 3.1.5) Représentation graphique de 'application ¢f(w’y).

Lemme 3.1.8 Soient i € X, j € Comp(Dg), i € j, et F un élément de

Autg (.7:

wOl(MwoinmUj)) . Fizons un germe de rétraction holomorphe 7 : (M, U;N
U;) — U;NU;j et supposons que mo F = 7, et que, pour tout a € U; NU;, le
germe en a de la restriction Fiz-1(q) est compatible, (Cf. 5.2. 1), avec le germe de
l’holonomie h, de .7:1,0, le long de U; N Uj;, représenté sur le germe de transver-

sale (m~1(a),a). Alors F est holomorphiquement fortement isotope & lidentité

dans Fix (fwﬂl(MwO’U'imUj) .

Preuve du lemme 3.1.8. Notons F, la restriction de I’application F' a la
fibre (7! (a),a), a € U;NU;. D’apreés 5.2.2, il existe un entier relatif n, tel que
F, = hl=. Lorsque h, est periodique, n, désignera ’entier minimal qui vérifie
cette relation.

Fixons ag € U; N U; et un voisinage ouvert W de ag dans M,,, tel que W
est un flow-box du feuilletage et vérifie W N D,,, C U; NU; . Considérons sur W
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des coordonnées (2, w) telles que {z = cste} sont les fibres de 7 et {w = cste}
sont les feuilles de F,, . Comme F' envoie feuille sur feuille, on a Fjy (2, w) =
(2, F,y(w)) . D’autre part, on voit facilement que hgy(a,2) = (a, hq,(2)), pour
tout @ € W N D, . Ainsi I'égalité F,, = hae® induit les égalités F, = hq™ pour
tout a € W N D,,,. En d’autres termes n, = n,, pour a € W N D,,. Ainsi,
I’application a — n, est localement constante. Elle est donc constante.
Permettons nous d’identifier (M, ,U; NU;) et (C2,D* x 0), ot D* est le
disque unité de C épointé de 'origine. Notons n ’entier relatif qui vérifie F, =
hZ, a € D*. Considérons Xy le champ de vecteurs sur (C x 0, D* x 0) défini
par Xp(z) = 2z'7mma%. Considérons 'unique champ Z(z,y) obtenu en relevant
le champ Xp, sur les feuilles de F,,,, a l'aide de la submersion 7. Fixons (z,y)
un systéme de coordonnées holomorphes sur (C2, D* x 0) tel que {y = 0} est la
variété D*.
— Lorsque la singularité oy, (¢) n’est pas de type noeud-col, le germe de 1-
forme définissant le feuilletage en ce point est du type y(A1 + A(z,y))dz +
z(Ae2 + B(z,y))dy, A,B € Oa, avec A(0,0) = B(0,0) = 0. Le champ Z
s’écrit alors

A2 + B(z,y)

. 9] . 0
Z(z,y) = 217mx% — 2iTny N T Ay o

— Lorsque la singularité o, (i) est de type noeud-col, le germe de 1-forme
deéfinissant le feuilletage en ce point est du type (a(x) + yAi(z,y))dy +
y"Hdz, avec A1 € Og, a € O1, a(0) = 0, &/(0) # 0 (Cf. [Dul]). Le champ
Z s’écrit alors

Z(a,y) = 2 0 2irnzy™tt 0
s = 2TNx— — —_—.
Y o ofz) +yAi(z,y) Oy

Remarquons que dans ce cas Z(z,y) n’est pas holomorphe a l'origine mais
seulement sur un voisinage de D* x 0 dans C2.

Notons d)f’ le flot au temps 1 du champ Z. Les applications (/Sf’ et F co-
incident sur (C2,D* x 0), en effet pour tout a € (C x 0,D* x 0), distinct
de l'origine, nous avons Qﬁﬁrl(a) = F, = h7. 1l s’ensuit 1’égalité des germes
F = qﬁlz sur (C2,0). L’isotopie cherchée n’est autre que le germe holomorphe
(2,y,t) — ¢ (z,y). =

Lemme 3.1.9 Soient i € ¥, N Sing(Dy), j € Comp(Dy,),t € j, et F élément
de Fix (.7-" (Mo (i))), Nous supposons que F' admet un représentant holo-
wpr9wq

wo
morphe le long de V. =U; N Ay, (§) C Dy, - Fizons un germe, le long de V, de
rétraction holomorphe 7 : (My,,, V) — V, tel que 7= (0, (i) € Comp(Dy) soit
la seconde composante irréductible du diviseur passant par o, (i). Supposons,
de plus, que mo F = et que, pour tout a € V* =V — 0y, (i), Fiz-1(q) est com-
patible (Cf. 5.2.1) avec le germe de difféomorphisme d’holonomie h, de .7:1,0,
le long de V*, représenté sur le germe de transversale (1~'(a),a). Alors F est

holomorphiquement fortement isotope a l’identité dans Fix ﬁwol(M Gy ()
N

Preuve du lemme 3.1.9. Utilisons la méme méthode que celle effectuée
dans la preuve du lemme 3.1.8. Celle-ci montre 'existence d’un entier relatif n
tel que F, = h7, pour tout a € V. De plus, maintenant, la singularité oy, (%)
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n’est pas un noeud col, car wg est de 2° espéce générale. On obtient ainsi, sur
un voisinage de V' dans M,,,, que nous identifions & un polydisque standard
D x D C C2, le champ de vecteurs holomorphes
0 Ao + B(z,y) 0
Z(x,y) = 2trne— — 2imny———- —
@) Ox Y3+ Az, y) 0y
qui est tangent au feuilletage®' et qui se projette par 7 sur le champ 2i7mma%.
L’isotopie cherchée est encore donnée par le flot (/Sf de Z. m

Courles intigpales aielles A champ Xo s be diviaeun

Fic. 8 — (Lemme 3.1.8 et lemme 3.1.9) Représentation de 'isotopie qﬁtz.

Lemme 3.1.10 Soient i € X, j € Comp(Dy), i € j. Fizons a € U; NUj,
identifions (71 (a) ,a) a (C,0) et supposons que le germe de difféomorphisme
d’holonomie h, est linéarisable. Considérons un élément f du centralisateur de
ha, alors f est holomorphiquement isotope & l’identité dans Cen(h,,) : 1l existe
un germe d’application holomorphe ¢ : (C x C,0 x [0,1]) — (C,0), (y,s) —
os(y) tel que p1 =1id, ¢pg = f et ¢, € Cen(hy) pour tout s € (C,[0,1]).

Preuve du lemme 3.1.10. Nous pouvons supposer que pour le systéme de
coordonnées (z,y) choisi sur (M,,,,U;), Iapplication h, est linéaire : h,(y) =
ay, o € C*. Trois cas dépendant de « se présentent :

1. Le cas a = 1 est trivial car h, est Uidentité et Cen(h,) = Dif f(C,0).

2. Le cas a € C*, non racine de 'unité.
En identifiant les coefficients du dévelopement en série entiére de 1’égalité
g o hg = hg o g, on démontre que

Cen(h,) = {g € Dif f(C,0) t.q. g(y) = By, B € C"}

Ainsi il existe v € C* tel que f(y) = vy. Une isotopie est alors ¢, (y) = v,y
ou s — vy, est un chemin de C* reliant v & 1.

31 Nous utilisons les notations de la preuve du lemme 3.1.8, dans laquelle le germe de 1-forme
définissant le feuilletage au point singulier est du type y(A1 + A(z, y))dz + z(X2 + B(z, y))dy,
avec A, B € Oz, A(0,0) = B(0,0) =0.
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3. Lecas a € C* ou v = exp(2i7r§) avec p,q € N* premiers entre eux.
On voit alors que les éléments du centralisateur sont les

9(y) =y (ﬁ+ Z ’yk(yq)k> ,BeC* v, €C.

keN*

Une isotopie est alors ¢, (y) = y(Bs + 3. (1 — 8)7,(y?)*) ot s — B, est

kEN*
un chemin de C* reliant 5 a 1.
Voila. m
Nous pouvons maintenant aborder la démonstration de I'existence des iso-
topies :

Preuve de la proposition 3.1.4. Cette démonstration se scinde naturelle-
ment en deux parties :

1. Pour i € 3,1 € j € Comp(Dy) :

Fixons un élément F de Autg (ﬁwol(Mwo,U,:ﬂU_j)) .

D’apres le lemme 3.1.5, il existe un élément G de Autg (fw0|(./\/1 UnU-))
wq Vi J

holomorphiquement fortement isotope a F dans Fix (.7:"&]()'( M U-mU,)) qui
wo UiNU,

préserve la fibration m; m o G = 7.
Trois cas (éventuellement non disjoints) se présentent :

— Premier cas : F' est un élément de Fix (ﬁwol(M U-ﬁUj)) .
wqrYi

L’application G est donc, elle aussi, un élément de Fix fw (M UnU,)) .
0 wqg Vi g

Ainsi pour chaque a € U; NUj, le germe d’application G|r-1(4) est com-

patible’? avec le germe d’holonomie h,. En effet, fixons a € U; N U; et

considérons U et V deux voisinage de a dans 7! (a) tels que hq(V) C U
et G|r—1(a)(V) C U et notons z un point de V. L’application G étant un
élément de Fix (ﬁwﬂl(Mwo,UiﬁUj)) , il existe W un ouvert de M,,, égal
a U sur 7! (a) tel que si z et G(z) appartiennent & W alors z et G(2)
sont contenus dans une méme feuille du feuilletage F, . Ainsi, I'image
par G|r-1(,) du point z est dans la U-orbite de h, du point z, O(}}“(z) :
le germe d’application G|r-1(,) est compatible avec le germe d’application
hq. D’apres le lemme 3.1.8, G est holomorphiquement fortement isotope
a l'identité dans Fix (‘Fwol(Mwo,U,:ﬁUj) .

— Deuxiéme cas : F est un élément de Autg (wal( M%’U»L_OUJ_)) , hg est non
linéarisable, a € U; N Uj;.
Dans ce cadre, h, est soit I’holonomie d’une singularité résonnante non
linéarisable soit ’holonomie de la variété forte d’une singularité de type
noeud-col snc?®. L’application G|x—1(a) appartient au centralisateur de hyg;
elle induit un automorphisme sur le chapelet de sphéres associé a la classe
analytique du germe de difféomorphisme h,. Le feuilletage F, étant de 2°

32Cf. définition 5.2.1.
33Cf. 0.2.1 Singularités réduites
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wp )

espéce générale, cet automorphisme est 1’identité, ainsi le germe d’appli-
cation G|r-1(4) est compatible avec le germe d’application h,, pour tout
a € U; NU;. D’aprés le lemme 3.1.8, G est holomorphiquement fortement

isotope a l'identité dans Fix (ﬁwol(Mwo,UmU]’) .

— Troisiéme cas : F est un élément de Auty (fwol(Mwo,U;ﬁU_j))’ h, est
linéarisable, a € U; N Uj;.
Fixons a € U; NUj, nous disposons d’une isotopie de G|-1(,) dans le cen-
tralisateur de h, d’aprés le lemme 3.1.10. Le feuilletage wal( Mao Uit )

étant régulier, cette isotopie s’étend classiquement en un unique germe le
long de (U; NU;) x [0,1] d’isotopie holomorphe reliant G a I'identité dans

Aut (fw0|(Mw0,UmUj) ‘

2. Pour i € X5 N Sing(Dy) :

Fixons un élément F de Fix (ﬁwd(/\/l o (i))> et donnons nous un germe
wp19wq
de rétraction holomorphe m de (M, 0w, (7)) sur 'une (des deux) composantes

locales D de D,,, en oy, (4).

D’apres le lemme 3.1.5, il existe un élément G de Fix (ﬁwol(MwU,awo(i))>

holomorphiquement fortement isotope a F dans Fix (fwol( Moo o (i))> qui
wpsPwq

préserve la fibration m; m o G = 7. Ainsi, pour un petit voisinage ouvert (1-
connexe) U de 0y, (i) dans Moy, Guir-1(s) est compatible™ avec le germe
de difféomorphisme d’holonomie h,, a € DNU — {o,,(1)}, Gu désignant un
représentant de G sur U. D’aprés le lemme 3.1.9, G est holomorphiquement

fortement isotope a l'identité dans Fix (j}wo|( Moo (@)
wpr9wq

Ce qui achéve cette démonstration m

3.2 Quasi-cocycle de quintessence du couple (FM /).

wq ?

La notion de quasi-cocycle de quintessence du couple (fx,l/[ ) est essentielle
a ce chapitre.

Dans ce qui suit, nous construisons des extensions locales de ¢ ”adaptées”
au recouvrement Y. Ensuite, nous associons a tout systéme o de telles exten-
sions, un objet de type cohomologique d(p) qui contient I'information sur les
obstructions aux recollements des éléments de p. L’élément O(p) sera appelé
quasi-cocycle. Nous verrons qu’on peut construire p de sorte que 9(gp) posséde
de bonnes propriétés d’isotopie relative aux feuilletages (on dira que 9(p) est
de quintessence).

3.2.1 Définitions de quasi-cocycles du couple (Fx,L[).

Considérons deux germes de feuilletages holomorphes de (C2,0), F)* et F2,
singuliers a l'origine, marqués par F,. Supposons qu’il existe un biholomorphi-
sme ¢ : D,,, — D, compatible®> aux marquages. Notons

U= {(Mmei)iEZwUComp(Dw)}’

3‘_1Cf. Définition 5.2.1
35Cf §1.2.2.
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un germe de recouvrement adapté (Cf. 0.2.1) du germe de variété (M, , Dy, ) -Fixons,
de maniére arbirtaire, une relation d’ordre sur les composantes de D, notée
=< . Considérons le germe de recouvrement adapté

U = {(Mwaz‘/)iezquomp(Dw)}v

du germe de variété (My,,, Dy, ), tel que pour tout i € X U Comp(Dy), on a
égalité des ouverts ¢ (U;) = U] .

Notons Y xComp(Dy,) = {(i,j) € o x Comp(Dy) tels que i € j} C
Y% X Comp(Dy). Nous appelons collection d’extensions locales adaptées a ¢ et
au recouvrement U toute collection

= ((f(ij))(i,j)ezwicmnp(Dw)  (f5) jeComp(Dw))
telle que :
L fai) + My, Ui) — (Mwl,ﬁf) est un germe de biholomorphisme qui
Vérifie fiijy Us) = (U7), conjugue les germes de feuilletage fwol(Muoin)
et lel
U;NA,, (7), de maniére précise : lU,Ay () = fanvinng, (s avec (i,7) €

Y xComp(Dy,). L'ouvert (7{ est I'image par f(;;) de 'ouvert U;, il n’est

B . . _ s
(Mo U7 et qui est une extension de la restriction de ¢ a l'ouvert

pas en général égal & U/, on a seulement U N Ay, () = U! N Ay, (j).
2. fj: (Myy,,Uj) = (M, Uf) est un germe de biholomorphisme qui vérifie
£ (U;) = (UJ/-), est une extension locale de ¢ : ¢\, = fj;, et qui conjugue

les germes de feuilletage ﬁwol(Mwo,Uj) et (]-"w] (Mo U5)

Remarquons que si ig € ¥ est situé sur la partie lisse du diviseur, alors
la famille p contient un seul élément f;,;) ou figure I'indice ig. Par contre si
ig € Y N Sing(Dy) alors la famille o contient deux éléments f(; ;) et fiiy )
ou figure cet indice, et ji,j2 sont les deux composantes connexes de D,,, qui
s’intersectent en ig. R

Considérons I'espace Z*(FA1,U) suivant

2 F =11 Aut(fw(mwo,awo(i)))x 11 Auto (ﬁ wol(Mwo:UmU.f))

i€Sing(D) (6,1) €S X Comp( D)

Nous appellerons les éléments de Z~1(.7-"j,\;‘,l/[) des quasi-cocycles du couple
(.7:&/,\;1, U). Remarquons que cette notion dépend du marquage de F,, par Fr. De
méme, nous appellerons quasi-cocycles associés a une collection p, d’extensions
locales adaptées & ¢ et au recouvrement U, le quasi-cocycle 8(p) € ZH(FAL,U)
suivant :

I(p) = ((¢i)i€5ing(Dw)7 (¢ij)(i,j)ezw>?00mp(pw)) )
avec :
- ¢; = f(;jl) o fiir) o i € Sing(Dy), j,k € Comp(Dy) et i =j Nk, j <k.

— QS” = fjil Of(U) ou ('l,j) S Ewicomp(D‘W)

Définition 3.2.1 Nous dirons qu’un quasi-cocycle ((¢;), (¢;;)) € Z~1(.7:‘f,\gl,1/l)
est de quintessence si :

7
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wo )

1. pouri € Sing (D), le germe d’automorphisme
d)i : (Mwoﬁ Owo (7’)) - (MQJo?Uwo (Z))

est un élément de Fix (ﬁwol(Muo,awo (i))) et

2. pouri € Yy et i ¢ Sing(Dy) tel que le germe de feuilletage F,,, est de
type noeud-col avec séparatrices convergentes en i, le germe d’automor-
phisme

¢ij : (Mmei n Uj) — (Mmei N Uj) JLEGE C’omp(Dw)

est un élément de Fix (Fw0|(M U-mU,-)) , ou j est l'unique composante
wo UiNU,

irréductible du diviseur portant la singularité i.

Remarquons que lorsque le feuilletage F,,, est de 2° espéce générale, tout
quasi-cocycle de quintessence ((qﬁi)ieging(pw), (Di5)(i,j)€5 0 % Comp(D.) ) Verifie,

d’aprés la proposition 3.1.4 :

1. Pour tout i € Sing(Dx), ¢; est holomorphiquement fortement isotope a
Iidentité dans Fiz (fwol(Mw():awo(i))
2. Pour tout (i,j) € X xComp(Dy), ¢

I'identité dans Aut (fwol(MwoaU'iﬁUj)) .

;; est holomorphiquement isotope a

3.2.2 Existence d’un quasi-cocycle de quintessence du couple (.7-"0/;;‘,1/{ ).

Proposition 3.2.2 Considérons deux germes de feuilletages holomorphes .7:‘{,\;‘
et fjj\f de (C2,0), singuliers a l’origine, marqués par Fy, de 2° espéce générale,
SL-équivalents et supposons qu’il existe un biholomorphisme ¢ : Dy, — D,
compatible’® aur marquages. Notons U = (M“’O’Ui)ieEwUComp(Dw) un germe
de recouvrement adapté du germe de variété (My,, Dw,) -

Alors, il existe une collection d’extensions locales o adaptées o ¢ et au re-
couvrement U telle que le quasi-cocycle associé, O(p), est de quintessence.

Nous aurons besoin, pour démontrer cette proposition, des trois résultats
suivants :

Lemme 3.2.3 Soit F,, un germe de feuilletage holomorphe de (C?,0) possédant
une singularité réduite, a l’origine. Supposons, de plus que l'axe des x est une
variété invariante et dans le cas noeud-col, la variété forte. Soit g un germe de
biholomorphisme de (C,0). Alors il existe un élément G de Fix (F,,) tel que :

1. G est holomorphiquement fortement isotope®” a l’identité dans Fix (F,,),

2. On a égalité : Gyoxc,0) = 9-

36Cf §1.2.2.
37Cf. §3.1.
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Preuve. Il existe une application holomorphe

g:(CxC,0x1[0,1]) — (C x C,0 x [0,1]),
(z,8) — gz, 5) = (g5 (), 5)
telle que :
1. pour tout s € (C,[0,1]), on a gs(0) = 0 et g.(0) # 0.
2. On a égalité gg =id et g1 = g.

Le champ de vecteurs X(z,s) = % o g5 ! sur (C,0), dépendant du temps,

dont § est le flot s’annule en 0 : X (,s) = z.a(z, s)2. Deux cas se présentent :
— La singularité réduite n’est pas de type noeud-col.
Quitte a choisir les coordonnées, F,, est donné par le germe de 1-forme w
qui s’écrit : w = z(A\ + A(z,y))dy +y(X2 + B(x,y))dx. Le champ X (z, s)
s’étend, alors, sur (C2,0) en un champ holomorphe Z tangent au feuilletage
en posant :

0 Ao + B(z,y) 0

Z(2,y,s) = z.a(z, S)% - ym“(% S)a—y-

On remarque que le champ Z se projette, par la projection 7 : (C2,0) —
(C,0), (z,y) — x, sur le champ X (z, s), ainsi le flot

G: (C? xC,0x[0,1)) — (C2,0),

(@,y,5) — G(,y,5) = Gs(z,y)

de Z laisse la fibration 7, ou 7(z,y) = z, globalement invariante. Le
difféomorphisme G4 convient.
— La singularité réduite est de type noeud-col.

Choisissons encore des coordonnées dans lesquelles la 1-forme w = (z (o (z) + 8 (y))+
ryAi(x,y))dy + yPT1dr caractérise le feuilletage F, a l'origine.
L’application a(z) étant une unité, les idéaux (y, z) et (v, z (« (z) + 8 (y))+
xyAq(z,y)) de C{z,y, s} sont égaux.
Comme z.a(z, s) appartient a I'idéal (y,x) de C{z,y, s}, il existe Uy, V3 €
C{z,y, s} tels que

z.a(z,s) = —yUi(z,y,s) = Vi(z,y, s)(z(a(z) + B (y)) + zyAi (2, y)).

Ainsi le champ

0 0
Z(xay7$) = (xa(x7$) + yUl(I,y, S))% + yp+1‘/i($’y’ S)a_y

est un champ tangent au feuilletage 7, (en effet w (Z) = 0) et a fortiori a
laxe des . Sa restriction a cet axe vaut X(z, s). Son flot :

G: (C? xC,0x[0,1)) — (C2,0),
(2,y,8) — G(z,y,5) = Gs(z,y)

est une extension du flot de X, c.a.d. gs. Le difféomorphisme G convient.
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Voila. m

Avant de commencer la preuve de la proposition 3.2.2, nous rappelons deux
résultats d’existence de conjugaison entre feuilletages réduits. Ils nous seront
utiles dans la démonstration qui suit. La démonstration du premier résultat se
trouve dans [Mats] et dans [Mat-Mou], et celle du second dans [Mezsa] (c’est le
théoréme 2.2.1 de la page 53).

Théoréme 3.2.4 (Mattei-Moussu) : Soient F,, et Fy deux germes de feuil-
letages holomorphes de (C2,0) possédant une singularité réduite a l’origine de
type selle. Notons ¢ : (Cx0,0) — (Cx0,0) un germe de biholomorphisme, no-

tons (X, m), resp. (i,ﬁl) ot m = ¢ (m), un germe de transversale, de type
(m x C,m), au feuilletage F,,, resp. Fz et h, resp. i~7,, le germe de difféomorphi-
sme d’holonomie de la feuille (Cx0,0) du feuilletage F.,, resp. Fz, calculé sur

la transversale (X, m) , resp. i,ﬁz . 87l existe un germe de biholomorphisme

Dy (2,m) — (i,ﬁz) qui conjugue les germes d’holonomie, ®1 0 h = h o ®;,
alors il existe un unique germe de biholomorphisme ® : (C2%,0) — (C2%,0) qui
s'éerit @ (z,y) = (p(x), P1(x,y)), qui conjugue les feuilletages F,, et F et qui
vérifie I'égalité : @ (s ) = P1.

Théoréme 3.2.5 (Berthier-Meziani-Sad) Soient Q; = (1 + A;(z,y))dy —
yBj(z,y)dz, j = 1,2, deux 1-formes holomorphes singuliéres de (C?,0) de type
noeud-col sc**. Désignons par h; € Dif f(C,0) le diffeomorphisme d’holonomie
de Fq, le long de la séparatrice forte {y = 0} calculée sur une certaine transver-
sale ¥ = {z = x;}. Supposons qu’il existe un élément ¢ de Dif f(C,0) tel
que ¢*hy = hy. Alors il eviste ® € Diff(C2%,0), fibrée en x € C, tel que
q)*QQ A Ql =0 et q)|2| = Qﬁ

Preuve de la proposition 3.2.2. Construisons les biholomorphismes f(;;)
et f;, en distinguant les différents cas :

1. Construction du biholomorphisme f;, j € Comp(Dy) :

Fixons j € Comp(Dy) et notons I; 'ensemble j N 3. Considérons deux
systémes®” complets simples de lacets ((fyl)le I p) s resp. ((p)ie Ij,q) , Teprésen-
tant de la classe [Fwo,AwU (j)} , Tesp. [le :Awl(j)} , qui vérifient ¢ (p) = ¢q. Notons
po : (M, Uj) — Uj, resp. py : (M, ,Uj) — Uj, un germe de rétraction
holomorphe. Le groupe d’holonomie calculé sur la transversale py ! (p), resp.
p7 " (q), est engendré par les germes de difféomorphismes d’holonomie (A, ),

resp. (hwnm)a associés aux lacets 7;, resp. p;, donnés par les marquages, ou
1 € I;. Les germes de feuilletages marqués

(Fuor Mgy Oy Ly, D)) €t (Fuoyy Ay 0wy s [Ty D))
étant SL-équivalents, il existe un germe de biholomorphisme

o: (pot (p),p) — (p1' (a),9)

38Cf. 0.2.1 Singularités réduites
39CE § 1.2,
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qui conjugue les générateurs de I’holonomie : ¢ o hyy o, = hw,y,y, © ¢ pour tout
l e Ij.

)
(Me, 1 Uj ) . @ 72
i Po T (p)
fo] \°
U] PO(Z) Uj

F1G. 9 — (Preuve du lemme 3.2.2) Méthode de relevé des chemins

Une application f; : (Mu,,U;) — (Mw,,U}), qui réalise les propriétés
voulues, se construit classiquement par la méthode de relevé des chemins :

Notons W un voisinage ouvert de U; dans M. On considére un point z
de W et un chemin holomorphe « plongé dans U; reliant pg (z) et p tel que

a(0) = pg (2). 1l existe un unique chemin &, resp. (¢ o «), proche de «, resp.
@ o «, localement contenu dans les plaques du feuilletage F,,,, resp. Fu,, tel

que ppoa = a et &(0) = z, resp. p; o (poa) = poaet (poa)(l) = ¢o
a(1). L’image par f; du point z est alors (¢ o «) (0) . L’application fj implique,
par germification, le germe f;. Ainsi construite 'application f; est bien définie
holomorphe, ne dépend pas des choix des lacets et est unique.

2. Construction du biholomorphisme f;;), (i,j) € YgxComp(Dy),
i €Sing(Dg) :

Fixons (4,7) € Sing (Dy) X Comp(Dy) tel que ¢ € j. Les germes de feuil-
letages marqués .7-"3;1 et fi\f étant SL-équivalents, il existe un germe de biholo-
morphisme

G;: (Mwmgwo (Z)) - (Mwl,le (7’))
qui conjugue les feuilletages et vérifie I’égalité des germes :
Gi (Mo (5) 50w, (1)) = (Aw, (5) 0w, (2)) -
Notons

9i: (Awo (.7) » Owg (Z)) - (Awl (.7) y Owy (Z))
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la restriction au germe de variété (Ay, (j), 0w, (1)) du biholomorphisme G;.
Appliquons le lemme 3.2.3 & g = g;l o ¢, il existe ainsi un élément, F, de
Fiz (j:—wo|( (i))) , holomorphiquement fortement isotope a I’identité dans

Mu070w0

) ~ |
Fix (‘Fwol(Muo,owo(i))) tel que Fi(Auo(j)’Uuo(i)) =g; 0.
Posons :

f(ij) =G;oF: (Mwoan) - (MwlvUi/)v

c’est un germe de biholomorphisme qui est aussi une extension locale de la
restriction de ¢ & A, () NU;.
De plus, fixons (3, j, k) € Xy X Comp(Dy) X Comp(Dy) tels que jNk =1 .

Remarque Clé 3.2.6 Soit (i,j,k) € X X Comp(Dy) x Comp(Dy) tels que
JNk =i . Les applications f(;j) et fux) sont toutes deuzx de type suivant
faj) = GioF et fir) = Gio H avec F' et H holomorphiquement fortement iso-

tope a l’identité dans Fix (ﬁw0|(M " (i))) . Ainsi f(:,:) o fijy) =F 1oH est
wgTwo

holomorphiquement fortement isotope a l’identité dans Fix (.7:" (Mo (.))) .
wo T

@wo

3. Construction du biholomorphisme f(;;), (i,j) € Yo xComp(Dy ),
i €Yy —Sing(Dg).

Fixons ¢ € Y& — Sing (Dg), notons j la composante irréductible de Dy
contenant i. Considérons I'application f; : (Mu,,U;) — (M, ,U}) construite
dans la partie 1 de cette démonstration.

Deux cas se présentent :

— La singularité o, () n’est ni de type noeud, ni de type noeud-col snc, Cf.
0.2.1 Singularités réduites (éventuellement cette singularité peut-étre de
type noeud col avec ses deux séparatrices convergentes).

Notons p : (My,,U;) — U;, resp. p' : (My,,U!) — U/, un germe de
rétraction holomorphe tel que p~' (0w, (7)), resp p'~' (0w, (i), est la sé-
paratrice de oy, (), resp. 0., (), du feuilletage F.,, resp. F,, . Fixons un
point z de U; NU;. Notons ¥ la fibre p~1(z) et X' la fibre p' (¢ (z)). Con-
sidérons ¢; : (X,z) — (f;(X),p(r)) la restriction de f; & la transversale
Yet v (f5(X),¢(x)) — (¥',¢(z)) I'application de transport holonome
le long des feuilles de F,,, qui identifie ces transversales.

En appliquant le lemme d’extension de Meziani 3.2.5 ou celui de Mattei-
Moussu 3.2.4 a l'application t; o ¢;, on obtient une application f(ij)
(Muy,Us) — (My,,U]) qui vaut ¢ en restriction a U;, vaut 1; o ¢,
(E,2) — (¥, ¢(x)) en restriction a (3, x) et conjugue les germes de feull—
letages (Fu,,Us) et (Fu,,,U!). Trivialement, f o f(ij) conjugue le feuil-

letage .7:" ol (Mag UinU; ) a lui-méme. De plus, 'application fj_1 o 1/;;1
fij)|(=,z) est l'identité de la transversale (3, ). Ainsi toute feuille L qui

coupe (X, z) est sa propre image par f- o f(ij)- En d’autres termes, I'auto-

morphisme fj o f(ij) est un élément de Fiz (f ol( M%’UmU:’_)) . De plus,

w
f;l o f(i;) est aussi un élément de Autq ( oo UiNU; )) , puisque f; et

ol (M
f(ij) valent tous deux ¢ en restriction a U; N Uj.
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— La singularité o, (%) est de type noeud ou de type noeud-col snc, Cf. 0.2.1
Singularités réduites.
Nous utilisons la méme méthode de construction pour 'application f(;;
que celle utilisée dans la partie 2 de cette démonstration.. Elle nous permet
d’obtenir I'application f(;;) : (Muw,,U;) — (Mu,,U]) qui conjugue les
germes de feuilletages (F.,, Us) et (Fu,,, Ul) et qui vaut ¢ en restriction a

U;. Ainsi f(;jl) o f; appartient & Autg (Fwol(Mwo,UmU,-) .

AR

’

&

s
I

-

k i
Q.
" (pioiz
jo, i 1i2 € Comp(Dpgy)  k€Sep(Dwg) - Comp(Dewg) io, i1, 1€Zag

Fia. 10 — Preuve de la proposition 3.2.2 : Extensions locales associées.

En conclusion :

Nous avons construit une collection d’extensions locales adaptées & ¢ et au
recouvrement U,

= ((f(ij))(i,j)ezw;cwmp(pw) » (f5) jGC'amP(Dw)) )

Ces extensions vérifient, par construction :

1. (a) pourtouti € Sing (D) ,l’élément f(;]:)of(ij) de Aut (Fwol(Muo,auo(i)))

est holomorphiquement fortement isotope a 'identité dans

Fix (fwol(MuO:auo(i))) 5
avec i € k,j € Comp(Dy), k # 7,

(b) pour chaque i € Yo — Sing (Dw) qui n’est ni une singularité de type
noeud, ni une singularité de type noeud-col snc*’, le germe d’auto-
morphisme £~} o f; est un élément du groupe Fiz F

(i5)°J3 wo | (Mg UinNU; )
avec j € Comp(Dy,), j 3 t.
Ainsi le quasi-cocycle 9(p) associé & p est un quasi-cocycle de quintessence
du couple (FALU). m

wo

10¢Cf. 0.2.1 Singularités réduites
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FH.

Remarque 3.2.7 Le systéme @ que nous avons construit vérifie aussi la pro-
priété sutvante :
— pour chaque i € Yo, —Sing (D) qui n'est ni une singularité de type noeud,
ni une singularité de type noeud-col snc*!, le germe d’automorphisme

bij + (Mug, Ui NUj) = (Mo, Ui NT;)
est un élément du groupe Fix (‘Fwol(MwU,U,:ﬁUi)) avec j € Comp(Dy,),
VXS
Nous n’aurons pas besoin pour ce qui nous intéresse de cette propriété mais
elle peut étre utile, dans des cas précis, pour obtenir des déploiements.

3.3 Construction de la faible SL-reliabilité des feuilletages
ffgl et .7:3;‘.

Nous construisons, dans cette section, un germe de déformation SL-équisingulier
permettant de faiblement SL-relier les feuilletages marqués .7-1{,\(’]‘ et f;\f‘. Cette
construction se fera en déformant P’espace a I'aide des cocycles 9(gp) et, plus
précisement, & 'aide des isotopies (®; ;)s reliant les éléments de 0(p) a l'iden-
tite. Le nouvel espace M = L(M,,, x C,U; x [0,1]),/(®i ;)s ainsi obtenu, est
visiblement fibré au-dessus de (C, [0,1]) et les fibres en 0 et en 1 sont clairement
biholomorphes & M,,, et M,,,. Cet espace sera muni d’un feuilletage holomor-
phe de dimension 1, vertical au-dessus de 1’espace des parameétres. Il restera a
prouver alors que cet espace est biholomorphe a la cime d’un arbre de résolu-
tion. En d’autres termes, nous allons voir que le diviseur contenu dans M est
exceptionnel et que I'on obtient un voisinage de 0 x [0,1] dans C? x C en "le
contractant au-dessus de C".

Nous nous plagons dans les hypothéses du Lemme Clé B1 tout en gardant
les notations utilisées dans ce chapitre.

3.3.1 Récapitulatif de la situation et notations

Nous considérons deux germes de feuilletages holomorphes f% et f,j}f de
(C2,0), singuliers a I’origine, de 2° espéce générale, marqués par Fo,, SL-équivalents
tels qu’il existe un biholomorphisme ¢ : D,,, — D,,, compatible*? aux mar-
quages. Nous notons U = {(Muy,Ui);es, ucomp(p.)} un germe de recouvre-
ment adapté du germe de variété (M, Du,,). Nous avons montré, dans la
sous-section 3.2.2, I'existence d’une collection d’extensions locales adaptées au
biholomorphisme ¢ et au recouvrement U,

= ((f(ij))(i,j)ezwiCOmp(Dw) ’ (fj) jGComP(Dw)) ’

tel que le quasi-cocycle 9(p) est un quasi-cocycle de quintessence du couple

(‘7:&/,\;1,2/[). Dans la suite de cette section, fixons un tel p et notons le quasi-

cocycle associé :

d(p) = (((f’i = f(;jl) o fiiry)s (i = f;l ° f(ij)))

En utilisant la proposition 3.1.4, nous pouvons préciser :

11Cf. 0.2.1 Singularités réduites
1201, §1.2.2.
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Chapitre 3.: Démonstration du Théoréme B.

1. ¢; est un élément de Fix (f (-))> holomorphiquement forte-

WU|(/Muo’Uwo 7

ment isotope a l'identité dans Fiz (f (Mg o (i))) .
wpr9wq

wo

2. ¢,; ; est un élément de Autg (fwol( M Unt)> holomorphiquement forte-
) wgYi

ment isotope a l'identité dans Aut (f (M U-ﬁUj)) .
wQo k2

wWo

En effet 1. est obtenu en utilisant le point 1. de 3.1.4. Pour obtenir 2., deux
cas se présentent :
— 0w, (7) n’est pas de type noeud-col sc (Cf. 0.2.1 Singularités réduites). On
applique le point 2.b de 3.1.4.
— 0w, (i) est de type noeud-col sc. Comme le quasi-cocycle 9(p) est de
quintessence, 'automorphisme ¢, ; est, par définition, un ¢lément de

Fiz (ﬁwd(Mwo,UmUJ’))

et on applique le point 2.a de 3.1.4.
Fixons les isotopies ainsi obtenues, nous les notons :

1. pour chaque i € Sing (D),

B; 1 (Muy X C, 0, (i) % [0,1]) = (Muy X C, 0, (i) x [0,1]),
(Z, S) — (¢i,s (Z) ) S)

telle que ®;(-,0) = id et ®;(-, 1) = ¢, et ®; est un germe de biholomorphi-
sme de (M, x C,0u, (i) x [0,1]) dans lui-méme qui conjugue le germe
de déploiement trivial, }—w0|( (i) X (C,]0,1]), & lui-méme.

Mg ,Owq (2

2. Pour chaque j € Comp(Dy) chaque i € ¥ contenue dans 7,

D;j 1 (Mu, x C, (Ui NT;) x [0,1]) = (Mo, x C, (U N T;) x [0,1]),
(Za S) I (d)i,j,s (Z) ,S)
est une isotopie qui vérifie ®;;(-,0) = id, ®;;(-,1) = ¢, ; et ®;; est

un germe de biholomorphisme de (M., x C, (U; NU;) x [O, 1)) dans lui-

méme qui conjugue le germe de déformation constante, Fe5te
q jugue le g » Lol (May Ui,

A lui-méme.

3.3.2 Construction d’une déformation au voisinage de chaque com-
posante irréductible du diviseur D,,.

Lemme 3.3.1 Sous les conditions du Lemme Clé B1, pour chaque
j € Comp(Dy), il existe un quadruplet (M;, D;),%;, F;,I1;) qui vérifie :
1. (a) M, est une variété holomorphe de dimension 3.

(b) Dj estune hypersurface lisse de M; C*-difféomorphe a P' x(C, [0, 1]),
par un difféomorphisme fibré au-dessus de (C, [0,1]).

(c) X; est un sous espace lisse de D;.

(d) F; est un germe le long de D; de feuilletage holomorphe de dimension
1 sur M;.
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2. (a) 1L, est un germe le long de D; de submersion holomorphe de M, sur
(C,[0,1]).
(b) La restriction de II; a D; est une submersion lisse, propre.

(¢) La restriction de II; a chaque composante connexe de ¥, est un bi-
holomorphisme sur (C,[0,1]).

(d) Les feuilles du feuilletage F; sont contenues dans les fibres de I1;.
3. (a) Il existe un germe de biholomorphisme vj: (Mg, Ay (7)) — TI71(0)
qui conjugue les germes de feuilletage Fwol(Mwo,Auo(J‘)) et ij;](o)'
(b) Il existe un germe de biholomorphisme F; : IL; (1) — (M, , Aw, ()
qui conjugue les germes de feuilletage fwll(Mwl Ay (3)) et ‘FjIH;I(l)‘

Preuve. Fixons j € Comp(D,) et notons S; 'ensemble des points singuliers
de F portés par la composante j.

~
(M 4% €, Uy x[01])

DD | (M, D))
(M %, 0y % 011) (M % €,y [01]) )

AR
)

=

A NN

Fi1c. 11 — (Preuve du lemme 3.3.1) Construction de la variété (M, D;) par
recollements.

Construction de la variété (M;, D;).

La variété (M, D;) est obtenue en recollant les germes d’ouverts (M,,,, Ux) X
(C,[0,1]), & € S; U{j}, le long des germes d’ouverts (M., (Ux NT;)) X
(C,[0,1]), & € S;, au moyen des applications @ ;, k& € S;. Les bijections
Dy j|(U,.nU;) % (C,[0,1)) laissant les ouverts (Ux NU;) x (C,[0,1]) invariants, la var-
iété D; obtenue en recollant les germes d’ouverts Uy x (C, [0,1]) au moyen des
applications @, ; est une hypersurface de M;.

Le lecteur peut vérifier que 'espace obtenu est séparé*3. Dans la suite de ce
chapitre nous notons :

— Vj limage canonique de 'ouvert Uy x (C, [0,1]) dans la variétée M, k €

S5 UL}
A

130u bien il peut remarquer, & la fin de cette démonstration, que nous n’avons fait que
modifier la structure holomorphe de l'espace topologique (M, Dw ). Ce qui n’affecte pas la
séparabilité de cet espace.
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Chapitre 3.: Démonstration du Théoréme B.

= pik: (Muy, Ux) x (C,[0,1]) — (Mj, Vk]) le germe de plongement canon-
ique qui vérifie p;,l 0p;;i=Prj, keS;U{j}.

-II; : (M;,D;) — P = (C,[0,1]) le germe de submersion naturel induit
par les projections

pra; : (Mg, Aw, (4)) % (C,[0,1]) — (C, [0, 1])

Atlas holomorphe sur (M;, D;).

Nous pouvons décrire la structure holomorphe de (M;, D;) au moyen de
’ j . —1 N st __
Vatlas A; = ((M;,V7) (& x id) opj7k)kesju{j} ot A = (Mg, Ur) ,&5)
est un atlas holomorphe décrivant la structure holomorphe de (Mo, , Du,) dis-
tinguée pour le feuilletage F,,.

Existence d’un feuilletage F; sur la variété (M;, D;).

~ cste
L’application @y ; est un élément de Awut( ('7:&10|(M UmU,-)) ), k€S,
wo UNU,
cst

Les feuilletages (ﬁwol( Mwo’Uk)) , ke S;U{j}, serecollent en un feuilletage

holomorphe global de dimension 1, noté F;, dont chaque feuille est contenue
dans une fibre de II;.
Remarquons surtout que si chaque automorphisme ¢, ;, k € Sj, avait ét¢ un

élément de F zx(}"wol( Moy Us ﬂU_,-)) nous aurions construit ainsi un feuilletage de

codimension 1.

(Mg, Ap (i) (Mg, Aag(i) (Mj, D)) n()

ou j est une composante irréductible du diviseur,
k1 une singularité du diviseur,k2 un point régulier du diviseur, singulier du feuilletage.

F1G. 12 — (Preuve du lemme 3.3.1) Construction de l'application Fj.

Vérification des assertions 3.(a) et 3.(b).

L’assertion 3.(a) découle directement du fait que, pour tout k € S; U {j},
I'application ¢y, ;o est I'identité sur (M., (Ux NU;)) x {0} . L’assertion 3.(b)
est tout aussi évidente, mais nous I’explicitons tout de méme : L’application F} :

I (1) — (My,, Aw, (§)) est définie sur chaque ouvert (/\/lj, ij) ﬁH;l (1) par

J
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) —1 . .
fie Ziaim; ™ b=

f(kj) o pj’klnjfl(l) S1 k 7é J

biholomorphismes appartenant & la collection d’extensions locales o adaptées au

biholomorphisme ¢ et au recouvrement Y. Cette application est un germe de bi-
holomorphisme global qui conjugue les feuilletages F_ (Mo Aury (3)) et F JTL (1)

ou les applications f; et f(x;) sont les germes de

Ce qui termine cette démonstration. m

3.3.3 Preuve du lemme clé B1
. Nous conservons les notations introduites dans la preuve du lemme 3.3.1.

Construction de la variété (M, D).

Considérons le germe de variété (M, D) obtenu en recollant les germes de
variété (M;, D;), j € Comp(Dy), le long des ouverts (M]‘7 Vf) et (Mg, VF) au

moyen des germes d’application Fj = p ;0 ®; opj_’,i1 : (M]‘, VZJ) — (M, VF),

avec j,k € Comp(Dy), i € Yy et j Nk = i. Le lecteur peut vérifier** que
I’espace obtenu est séparé.

Construction de la variété (‘M ns DTI )

par recollements.

Pour des raisons de clarté, on note Sjk = Pji (])J-k Pk:

Ouj,k € Comp(Dg) etiestun pointsingulier de j et k

Fi1G. 13 — (Preuve du Lemme Clé B1) Construction de la variété (M, D) par
recollement des variétés (M, D;).

L’application q)il (D XC.y (5) x[0,1]) est un biholomorphisme qui vérifie I'éga-
lité des germes
Pi (Aw, (1) X C, 00, (1) X [0,1]) = (A (1) x C, 00, (i) x [0,1]),

1ou bien il peut remarquer, & la fin de cette démonstration, que nous n’avons fait que
modifier la structure holomorphe de l'espace topologique (M, Dw ). Ce qui n’affecte pas la
séparabilité de cet espace.

1
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Chapitre 3.: Démonstration du Théoréme B.

ou ! = k, j. Ainsi, la variété D est obtenue en recollant les ouverts V; au moyen
des applications ®; est un diviseur & croisements normaux dont chaque compo-
sante irréductible est munie d’un biholomorphisme sur un unique D, % (C, [0, 1]),
j € Comp(Dg). Dans la suite de cette démonstration nous notons :

- (Mj, 15]) I'image canonique de la variété (M, D;) dans la variété (M, D),
je Comp(Dg), k€ S; U{j}. ‘

— V! T'image canonique de l'ouvert V; dans la variété (M, D), j € Comp(Dx),
kEeS;U{j}.

-g;: (M;,D;) — (Mj, .Dj) le germe de plongement canonique qui vérifie
gy tog; = pk,ioq)Z-Op;il pour tout j, k € Comp(D,) d’intersection i € X,.

B}

-~ II: (M, D) — P =(C,[0,1]) le germe de submersion naturel induit par
1 (Mj’Dj) — (C,[0,1]).

Atlas holomorphe sur (M, D).
Nous pouvons décrire la structure holomorphe de (M, D) au moyen de 'atlas
Ast: ((./\/17‘7.7)7 % id —1 fl)
i ) (& xid) o Pik°Y; JeComp(D) ke, U5}
ou

Aj = ((./\/l]‘,ij) , (& x id) opji,li)

est I’atlas holomorphe utilisé (dans la preuve du lemme 3.3.1) pour décrire la
structure holomorphe de (M;, D;), j € Comp(D).

keS;u{s}

Existence du feuilletage F sur la variété (M, D).

L’existence d’un feuilletage F sur la variété (M, D) est garanti par le fait
que les applications de recollement Fjj : (Mj,‘/;j ) — (Mg, V}¥) conjugue le
feuilletage F; au feuilletage Fj. En effet, aux points d’intersection des diviseurs
considérés, les deux feuilletages F; et Fj, sont conjugués, par les cartes des
variétés respectives, au méme feuilletage F,,, x C et Fj ., dans ces mémes cartes
s’exprime comme I'automorphisme @ ; de F,,, x C.*7

Description du marquage par F induit sur ((M, D) ,f) par cette
construction.

Les applications de marquage (A, o,T';) sont naturellement définies sur (M, D)
par :
- A(j) =g, (Dj), pour tout j € Comp(D).
— 0 (i) = gj o p;j; 00y, (i) pour tout i € ¥ avec @ € j € Comp(Dy).
Remarquons de plus que si i = j Nk, avec k € Comp(D,), on a égalité

93 © Pjii © Ousq (1) = G © Ppi © Ou, (1) -

45Plus précisement, pour tout j, k € Comp(D ) d’intersection ¢ € X, Papplication ®; est

un ¢lément de Fiz <]:'w0|(M g (i) X (C, [0, 1])) , les applications py, ; et p; ; vérifient
wpYwqo ] 5
ohi (Fuatnvn)) = Pl (Moo ) % (C:101]),

pour I = k, j. Les feuilletages F; et Fj, se recollent en un feuilletage global de dimension 1,
dont chaque feuille est contenue dans une fibre de II.
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= Djin1(s) = 95m-1(5) © ;51 (Mg x {10 x 45)) D)5
pour tout j € Comp(Dy), tout s € [0,1].

Existence de plongement des germes de variété (M, D, ) et (M,,,,Dy,)
dans (M, D) qui conjuguent les feuilletages.

Nous avons le diagramme cartésien suivant :

(M, Duy) <5 (M,D) < (My,, Day)
L O 1 O L
0 — ((C,[O,l]) — 1

tels que v (.7:"|H71(0)) = ﬁwo et v (.7:"|H71(1)) = ﬁwl.

Existence de vy :

Pour tout j,k € Comp(Dy), j Nk =i € Xy, les applications ¢y, ; , étant
l'identité, les germes de biholomorphisme v; : (Mo, Aw, (7)) — Hj_1 (0), dus
au lemme 3.3.1, induisent un germe de biholomorphisme global que nous notons
vo 1 (Muwg, Do) — 71 (0) défini 4° pour tout j € Comp(Dy) par

Y0 (Mug Ay (1)) — 95l (0) © Vi

Enfin remarquons, pour chaque j € Comp(Dy,), 'égalité des germes de feuil-
letage

wol (Mag B (7))

R

Existence de vy :
Les applications, dues au lemme 3.3.1,

Fy 10571 (1) = (Mo, Aw, (4)) .5 € Comp(Ds),

sont des germes de biholomorphisme qui conjuguent les germes de feuilletage

Funl(Mey rey () €8 T )
Ces applications induisent un germe de biholomorphisme global*”
vi (M, Dy,) =TT (1)

défini par
v . = . —1 o F_l
1 (Mey Aoy () — 94051 ) ©

16En effet, soient §, k € Comp(Dw), j Nk = i € X, plagons nous sur louvert (Mo, Us),

nous avons alors :V;l o g;é 0gjooV; = ygl O Phi,0 0 Ps 00 pj_,il,O ovj = p;;,o O Ph,i,0 © Pi0©
—1 N .

P50 ©Pj,i0 = Pio = id, OU g1 0 = 9y (o) €t £1,i,0 = Pri| (Mo, x0,U; x0) VeC L =K, J.
1TEn effet, soient j, k € Comp(Dw), j Nk =i € L, plagons nous sur ouvert (Mg, Us),

—1 —1 —1 —1 —1
nous avons alors : Fy, ©9,1°9j,1 on =Fropg ;1901 °p;iq on = f(ir) ©PL i1 0Pk,i1 ©
—1 —1 —1 1 —1 —1 _
b1 9P541°P5,1° 35y = Jaky 0in 0 f () = Sk 0 bio S5y = Sairy © gy © gy 0 fijy = ids
ou g1 = Iy (1) PLiL T Pl (Mg x1,U; x 1) BVEC l=k,j.
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Chapitre 3.: Démonstration du Théoréme B.

qui conjugue les germes de feuilletage fw] et ]:—IH*‘ (1)

Le feuilletage F sur la variété (M, D) induit I’existence d’une défor-
mation SL-équisinguliére qui SL-relie faiblement les feuilletages F,,,
et F.,.

L’auto-intersection de la composante irréductible A ()N~ (0) dans TT~1 (0)
est la méme que celle de A, (j) dans (Mo, Duyy) , pour tout j € Comp(Dy).
Ainsi en utilisant le corollaire 2.3.2 du théoréme de Grauert & paramétre, nous
savons que ((M, D) ,]:') est biholomorphe 4 la cime d’un arbre de résolution

d’un germe de feuilletage, que nous notons F, sur (C2 x C,0 x [0,1]) de dimen-
sion 1. Par construction, F est un germe de déformation SL-équisingulier de
Fupo le long de 0 x (C, [0,1]) de parameétre (C,[0,1]) qui SL-relie faiblement les
feuilletages F,, et Fu,,.

Reéalisation de I’équivalence des marquages donnée par hypothése.

Pour terminer cette démonstration, il suffit de vérifier que les marquages
par F» de la déformation et des feuilletages sont compatibles : Nous voulons
montrer que

Ajr-1(0) A, ) Am-11) A,
l/a [¢] Ull‘[fl(o) = Uwo et VI o O'll—[fl(l) — le
Ljim-1(0) oo, Tjin-1(1) Loy

Pour cela, seuls les calculs permettent d’étre efficace. Fixons ¢ € X et
j € Comp(Dg), tel que i € j, alors nous avons :
vo o Amo) (1) = vo'ogo(Dy)
= vy ovjogio(D;)
= v; (Dj) = Au, () -

voloom) (i) = Vo' 0gj00pi0(0w ()
1/]'71 © ;1,0 (Ouwg (1))
= 05100 P50 (0w (i) = 0w, (0).
vo o Ljin-1(0) = ¥ ©95.0© 5.0 Taops) = Lo
De méme :
vitoAmy () = vitogia(D))

= Fjog,0g;1(D;)
= F;(Dj)=As, (j)-

Ul_l 0 0|m-1(1) (Z) = Vl_l ©95,1°P05i1 (Uwo (7’))
= Fjo Pji1 (0w, (9))
= i) © P10 Psia (0w (0))
= f(ij) (Uwo (7')) = 0w, (Z) :
vt oLy = fjj) (Cusoi) = Faor -

La démonstration est maintenant finie, nous n’avons plus rien & construire
et plus rien & vérifier. m

91



Section 3.4. : Démonstration rapide du Théoréme B.

3.4 Démonstration rapide du Théoréme B.

Considérons deux germes de feuilletages holomorphes, f‘f};‘ et fi\f, de (C2,0),
singuliers a l'origine, de 2° espéce générale, marqués par Fo, SL-équivalents.

En appliquant le Théoréme A a ces feuilletages marqués, nous obtenons
Iexistence d’un feuilletage .7-";};‘ marqué par F, SL-équivalent a f;}f‘ tel que :

1. Les feuilletages fbjj\;‘ et ‘7:&/,\;1 sont SL-cobordants.
2. 11 existe un biholomorphisme ¢ : D,,, — D,,, compatible aux marquages.

En appliquant le Lemme Clé B1 aux germes de feuilletages, marqués par
Fo, f‘f}f et .72{,\;1, nous obtenons que ces germes de feuilletages sont faiblement
SL-reliés. Par définition de la faible SL-reliabilité, cela signifie que les feuilletages
marqués F21 et F sont faiblement SL-reli¢s. Ce qui conclut cette démonstra-
tion.
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4 Applications aux singularités simples.

4.1 Définition de feuilletage pré-simple.

Considérons un germe de feuilletage holomorphe F,, de (C?,0) singulier a
Porigine.

Définition 4.1.1 Le germe de feuilletage F,, est dit pré-simple si Uentier

5= 3 e e

C

est nul ou h est la hauteur de [’arbre de réduction de JF,, et ot ¢ décrit ’ensemble

. Ia th de tous les points singuliers*® que l’on éclate lors de la réduction de w,
J=0,..

et v, désigne la multiplicité*® en c € SY) du saturé du feuilletage (Efjj))*(fw).
Ce nombre est la dimension de l’espace universel des germes de déploiements
équisinguliers de w, [Mat ].

Lorsque le feuilletage F,, posséde une intégrale premiére, w A df = 0 et que
f est a singularité isolée, alors 'entier 0 (df) est la dimension de la strate a p
constante de f. Il est appelé dans [Arny] par Arnol’d le type modulaire de f,
noté m(f). Lorsque le type modulaire de f est nul on dit que f est simple.

Nous dirons qu'un germe de feuilletage est d-stable si tout germe de déploie-
ment équisingulier de F,, est analytiquement trivial. On a le résultat, da a J.F.
Mattei [Matq], suivant :

Théoréme 4.1.2 Un germe de feuilletage F,, est d-stable si, et seulement si,
il est pré-simple.

Supposons que le germe de feuilletage F,, est de 2° espéce®®. 11 est non
dicritique et n’a donc qu'un nombre fini de "séparatrices formelles” : il existe
un nombre fini de germes de courbes irréductibles d’ équation fl =0, f2
C{{z}}, i = 1,..,m qui vérifient w A df; = fﬂh oun; € A((Cg . On associe
a w la courbe formelle sep(w) d’équation f = f1 fm J.F. Mattel et E.Salem
ont demontré dans [Mat-Saly] et [Mat-Sals] que w et df ont méme arbre dual
pondéré par multiplicité®!, A; ;= AY. Cela implique, en particulier, que w et
f ont exactement le méme arbre de réduction et qu’en chaque point singulier
c € S&j ) = gt f), les multiplicités®® des transformées strictes des feuilletages F,,
et F, 7 sont égales. Les entiers ¢ (w) et § (d f ) ne dépendant que de la multiplicité

des feuilletages en leurs points singuliers, ces entiers 0 (w) et § (d 7 ) sont égaux.

Remarquons que 'arbre de réduction de f est identique a celui de son polyndéme
de Taylor P, tronqué a un ordre r, suffisamment grand, et que I'on a égalité
) (df) = m(f) = m(P,) = §(dP,). Ainsi, w est pré-simple ssi df est pré-
simple ssi P, est simple. Lorsque P, est simple, d’aprés Arnol’d [Arn;], quitte &
effectuer un changement de variable holomorphe, P, est un polynéme de type :

18t § 0.2,
19¢Cf. §0.2.2.
50CE. § 1.4.
51Cf. §0.2.2.
52Cf. § 0.2.2.
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Section 4.1. : Définition de feuilletage pré-simple.

Ao, lorsque P, = 22"t 442 n > 1,
Aop_q lorsque P, = 22 + 42, n > 1,
Dy, lorsque P, = 214 y2x, n>2,
Dapyq lorsque P, = 2 4 y2x, n>2,
Eg lorsque P, = 1% + 4,

E; lorsque P, = 4% + ya3,

NS oL

Eg lorsque P, = 1 + 2.

Pour chacun de ces cas, nous donnons une representation de la cime de
larbre de résolution associé au feuilletage Fp,, ou les fleches représentent la
transformée stricte des composantes irréductibles de la courbe P. = 0. Nous
donnons aussi ’arbre dual de cette résolution et, lorsque cela est utile, le nombre
de composantes irréductibles du diviseur associé :

Cime de l'arbre de résolution

®
-2 -2 -2 -3 -1 -2

Nombre de composantes irréductibles du diviseur : n+2.

FiGc. 14 — Polynéme de type Asg, : 22"t + 42 n > 1.

Cime de l'arbre de résolution

®
-2 -2 -2

] @ e oS>

Nombre de composantes irréductibles du diviseur : n.

FiG. 15 — Polynome de type Agn_1 : 22" + 4%, n > 1.
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Cime de I'arbre de résolution

Arbre dual pondéré par auto-intersection

X

® ® ® — e —— 0

-2 -2 -2 -2 -1
Nombre de composantes irréductibles du diviseur : n-1.

F1G. 16 — Polynéme de type Do, : 22" ! +y22, n > 2.

Cime de l'arbre de résolution

Arbre dual pondéré par auto-intersection

® ® @ @ @ @
- -2 -2 . ) .. -3 -1 -2
Nombre de composantes irréductibles du diviseur : n+1.

Fic. 17 — Polynéme de type Dayn41 2+ wa, n > 2.
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Cime de l'arbre de résolution

Arbre dual pondéré par auto-intersection ﬂ

-4 -1 -2
F1G. 18 — Polynoéme de type Eg : y3 + x*.

Cime de l'arbre de résolution

Arbre dual pondéré par auto-intersection )' ﬂ
®e—0—@0
-2 -1 -3

F1G. 19 — Polynéme de type E; : y3 4 ya3.
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Cime de l'arbre de résolution

Arbre dual pondéré par auto-intersection ﬂ

-3 -1 -2 -3
F1G. 20 — Polynome de type Eg : 4> + .

Remarquons que les arbres duaux de cette liste sont deux & deux distincts,
cela nous améne a dire qu'un germe de feuilletage F,, de (C2,0) de 2° espéce
pré-simple est dit de type A, resp. D, resp. E si son arbre dual est de type Ag,
resp. Dy, resp. Eg, E7, Es.

4.2 Etude de la SL-équivalence pour les feuilletages pré-
simples.

Fixons F,, et F,, deux feuilletages singuliers de (C2,0) de 2° espéce, pré-
simples, tels que AY, = AY . Notons P, resp. P, le dernier diviseur créé
lors de la réduction par éclatements du feuilletage F,,, resp. du feuilletage F,, .
Cette composante irréductible est la seule a porter trois singularités. Notons les
sgl),sg),sg’), i = 0,1. Lorsque F, est de type As,, Donyq ou E , deux de
ces singularités sgl), sg),sgf) sont les intersections avec P de 2 composantes
irréeductibles d’auto-intersection distinctes, ¢ = 0,1. Ainsi il existe une unique
bijection o : {550),sg°),sg°)} — {sgl),sg),sgl)} telle que pour tout j = 1,2,3
les points singuliers S;o) et U(Sg-o)) se trouvent sur des composantes irréductibles
de méme auto-intersection. Quitte & réindexer les singularités, on suppose que

0 1) .

U‘(Sg- )) = sg ), i=1223.
Nous avons les propriétés suivantes :

Lemme 4.2.1 Soient F,,, et F,, deux feuilletages singuliers de (C2,0) de 2°
espéce, pré-simples, de méme type As,, E¢ ou Eg. La donnée, sur chacun des
feuilletages F,, et Fo,,, d’un marquage par F,,,, pour lesquels ces feuilletages
marqués sont SL-équivalents correspond & la donnée :

1. Pour chaque v+ = 0,1, d’un germe de transversale (T(i),q(i)) a la compo-
sante P,

2. Pour chaque i = 0,1, d’un systéme complet simple de lacets (fygi),q(i))
sur P — {sgi), sg), séi) }.
3. D’un germe de biholomorphisme @ : (T(O),q(o)) — (T(l),q(l)) qui con-

jugue les germes de difféomorphisme h;o) et hél) ot h;i)
i

est le germe de

difféomorphisme d’holonomie de la singularité sz) du feuilletage .73” as-
Q)

socté au lacet ;" calculé sur la transversale TW, i=0,1,5=1,2,3.
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Preuve. Nous nous permettons de subdiviser cette démonstration en petits
paragraphes.
Notation
L’égalité des arbres duaux AX,U, Axl, ainsi que leur structure, induisent 1’ex-
istence de deux uniques bijections o, : Xy, — Xu, et Ay, : Comp(Dy,) —
Comp(D,,,) qui vérifient :
— Pour tout D € Comp(D,,, ), la multiplicité, resp. 'auto-intersection, de D
et de A, (D) sont égales.
— Pour tout j =1,2,3, on a oy, (S;O)) = O’(Sjo)) = 351).
— Pour tout ¢ = DN D', D,D" € Comp(D,,), on a oy, (c) = A,, (D) N
Ay, (D).
Remarquons que l'arbre dual A}, se compose d'un sommet de valence 3,
P(O), et de deux ”branches mortes” que nous notons By, Bs. considérons 'une
d’elle, B;. Nous indexons les diviseurs et les singularités de la maniére suivante :

FiG. 21 — Le feuilletage est de type Aoy, Eg, Eg.

Branche morte Bi

Pour chaque j = 1,..,p — 1, nous notons h;;, resp. g;,;, I’holonomie de la
singularité x;, resp. 0., (z;), le long du diviseur Dy, resp. Ay, (D;), de F,,, resp.
de F,, avec ! = j,j+ 1. Sur chaque composante irréductible D du diviseur D,,,,

i =1,2, on se fixe un systéme complet simple de lacets 'ygj) tel que I’holonomie

associée au lacet ’y,(;) soit I'un des difféomorphismes h;;, g;,, h;o) ou h;l) précé-
dents. On note [y, p] la classe de ce systéme. On remarque que dans le cas
d’une composante irréductible D; de valence 2 de la branche morte, le choix des
lacets 'y,(;) est canonique, en effet on a 'isomorphisme ' (D; — {z;_1,%,}) ~ Z,
pour j # 1, et dans le cas de la composante irréductible Dy de valence 1 de la
branche morte, on a II! (Dy — {x1}) ~ 0.
Conjugaisons, le long des branches mortes, des germes de feuilletages

‘ng|(./\/lw0 ,m_,-) et fo.n |(./\/lw1 Tw (m,)) :

Il reste & montrer que l'arbre dual détermine le type analytique des sin-
gularités du feuilletage ]:"wo aux points xq,...,Tp—1 et 511 . Remarquons tout
d’abord que les feuilletage F,,, resp. Fu,, étant de 2° espéce, les points sin-
guliers du diviseur ne peuvent pas étre, par définition, des points singuliers de
type noeud-col du feuilletage F,,, resp. F,,. Classiquement®®, les indices de
Camacho-Sad se calculent, par induction le long de la branche morte, au moyen

de I'auto-intersection des composantes irréductibles des diviseurs D,,, et D, ; il

53La formule de I'indice de Camacho-Sad [Cam-Sad] met en évidence le lien entre la classe
de Chern d’une composante irréductible du diviseur et les indices de Camacho-Sad de chacune
des singularités réduites portées par cette composante.
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suffit de commencer par calculer U'indice des singularités x1 et oy, (1) puis o
et oy, (22)... Cette méthode calculatoire ne dépend que des arbres duaux A7 ,
Axl. Ainsi, pour tout j = 1,..,p—1, les indices de Camacho-Sad des singularités
xj et 04, (x;) sont égaux et rationnels : toutes les parties linéaires des singular-
ités sont déterminées. De plus, nous avons 1'égalité des germes hﬂ = hﬁ = id.
En utilisant le lemme 3.2.4 da & [Mats], nous montrons d’une part que les
germes de feuilletage .7-" ol (Mug 1) et Fw] (Mo 100y (1)) sont analytiquement
conjugués et d’autre part7 les indices de Camacho-Sad étant rationnels, que ces
deux germes de feuilletage possédent une intégrale premiére holomorphe. Les
difféomorphismes d’holonomie h1 2 et g2 sont donc, eux aussi, analytiquement
conjugués et analytiquement linéarisables. Le diviseur Ds ne portant que deux
points singuliers du feuilletage, les difféomorphismes d’holonomies hy 2 et g22
sont aussi analytiquement conjugués et analytiquement linéarisables. En raison-
nant de proche en proche on montre, pour tout j = 1,..,p—1, que les germes de
feuilletages .7: o (Mago25) et le (Mo 0 (25)) possedent une intégrale premiére
holomorphe et sont analytiquement conjugués. ~
Conjugaisons des germes de feuilletages Fw()l(/\/l (0)) et fﬁdll(Mmleg]))

w12
Au niveau des composantes P, le calcul de l'indice de Camacho-Sad des
singularités S( ) (D

()

pre. Ainsi, lorsque s3° est une singularité de type noeud, ces deux singu-
larités ont méme forme normale analytique linéaire. Les germes de feuilletages

wal( uo,séo’) et FL/Jll(Mu] ’S;D) sont donc analytiquement conjugués. D’autre
(0)

part, lorsque s,

et s;’ montre que ces deux singularités ont méme valeur pro-

est une singularité de type non-noeud, la conjugaison des

germes d’holonomies hgo) et hgl) s’étend ( lemme 3.2.4, [Mats], lemme 3.2.5
,[Mezz] ou lemme Martinet-Ramis, [Mar-Ram;]) en une conjugaison des germes

de feuilletages f |(Mu0,s§0 ) et f |(Mm1,s§ )

La vérification de la SL-équivalence des feuilletages (Fu,, id, id, [T, p]) €t
(Furs Ay, 0wy, [Ty, p]) marqués par F,, est alors immédiate. m

Lemme 4.2.2 Soient F,,, et F., deux feuilletages singuliers de (C2,0) de 2°
espéce, pré-simples, de méme type Asn_1, E7 ou D. La donnée, sur chacun des
feuilletages F,,, et Fu,, d’un marquage par F,,, pour lesquels ces feuilletages
marqués sont SL-équivalents correspond & la donnée :

© 50 Oy, 150 s sy telle que les points

1. D’une bijection® o : {s]
sg ) et or( (o )) se trouvent sur des composantes irréductibles de méme auto-
intersection. Quitte & réindexer les singularités, on suppose que 0‘(85-0)) =
s, j=1,2,3.

2. Pour chaque i = 0,1, d’'un germe de transversale (T(i),q(i)) a la compo-
sante P,

3. Pour chaque i = 0,1, d’un systéme complet simple de lacets (’ygi),q("))

sur P {sl ,Sg),SS)}

51Dans les cas Doy 1 et E7, la bijection est canonique, en effet deux de ces singularités sont
des intersections de composante irréductible du diviseur d’auto-intersections distinctes. Cette
hypothese n’est pas nécessaire.
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4. D’un germe de biholomorphisme @ : (T(O),q(o)) — (T(l),q(l)) qui con-
jugue les germes de difféeomorphisme h;o) et h;l) ot h;z) est le germe de
difféomorphisme d’holonomie de la singularité s du feuilletage fw,l. as-

J
socié au lacet 'yy) calculé sur la transversale T', i = 0,1, j = 1,2, 3.

5. De l’égalité des valeurs propres de la partie linéaire des champs de vecteurs
associés auxr germes de feuilletages fw0|<M (01) et F (Mw] ,s<1‘) ,j =

wgrS; wi | j
1,2,3..

Preuve. Nous nous permettons de subdiviser cette démonstration en petits

paragraphes.
Notation.
L’égalité des arbres duaux AY , A7 , leur structure, ainsi que I’hypotheése

1. induisent l'existence de deux uniques bijections o, : Y, — Xw, et Ay, :
Comp(D,,,) — Comp(D,,, ) qui vérifient :

— Pour tout D € Comp(D,,, ), la multiplicité, resp. 'auto-intersection, de D

et de A, (D) sont égales.

— Pour tout ¢ =1,2,3, on a o, (550)) = U‘(SZ(-O)) = sl(-l).

— Pour tout D € Comp(D,,,), tout ¢ € DNX,,, on a g, (c) € Ay, (D).

Remarquons que I'arbre dual Axo se compose d’un sommet de valence 3, P(0),
et d’'une ”branche morte” (dans le cas Ag,—1) ou d’une "branche morte” et d’une
branche ”p-morte” (dans le cas D, resp. E7) que nous notons indifferemment
By, By. Nous ne différencions plus, par la suite, la branche p-morte et la branche
morte. Considérons I'une d’elle, B;. Nous indexons les diviseurs et les singularités
de la maniére suivante :

Fic. 22 — Lorsque le feuilletage est de type Asp—1.

s© S(g)|
Branche morte Bi
F1c. 23 — Lorsque le feuilletage est de type D, E7.
‘ P(O)

Branche p-morte Bi
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Pour chaque j = 1,..,p — 1, nous notons h;;, resp. g;;, ’holonomie de la
singularité x;, resp. 0., (x;), le long du diviseur Dy, resp. Aw, (D;), de Fuy,
resp. de F,, avec | = 7,75 + 1. Sur chaque composante irréductible D du di-

viseur D,,,, ¢ = 1,2, on se fixe un systéme complet simple de lacets 'yfj) tel que

I’holonomie associée au lacet ’yfj) soit I'un des difféomorphismes h;;, g;., A

J
ou hg-l) précédents. On note [y, p| la classe de ce systéme.

Indice de Camacho-Sad des singularités.

Remarquons tout d’abord que les feuilletage F,, resp. Fu,, étant de 2°
espece, les points singuliers du diviseur ne sont pas, par définition, des points
singuliers de type noeud-col du feuilletage ‘7-"“,0, resp. .7-)1 De plus, on connait

les valeurs propres de la singularité s( ) ainsi que l'auto-intersection de la com-
posante D, (composante de valence 2), la formule de l'indice®® nous permet
de calculer I'indice de Camacho-Sad de la singularité =, ;. Par itération de
ce raisonnement, on obtient I'indice de Camacho-Sad de chaque singularité x;,
j = 0,..,p — 1. En remarquant, d’'une part 1’égalité des valeurs propres des
singularités 550) et sgl) et d’autre part I'égalité des arbres duaux A7 et AY , on
conclut que les indices de Camacho-Sad et les valeurs propres des smgularltés
x; et oy, (z;) sont aussi égaux, j =0,..,p — 1.

Congugaison des germes de feuilletages fwol(Mwo,z) et (fwll( wu%l(’)))’
2 € Xy

Tout d’abord, pour j = 1,2,3, observons ’égalité des valeurs propres des

singularités S( ) et S( ) ainsi que la conjugaison analytique de leur holonomie

hg ) et hg ). Deux cas se présentent :

la singularité c est de type noeud. Les indices de Camacho-Sad de ¢ et oy, (c)
étant égaux, ces deux singularités possédent la méme forme normale ana-
lytique linéaire.

La singularité c est de type non-noeud. La conjugaison des germes d’holonomies

hgo) et h(l) s’étend ( par le lemme 3.2.4, [Mats], lemme 3.2.5 ,[Mezz| ou
lemme Martmet Ramis, [Mar-Ram;]) en une conjugaison des germes de

feuilletages .7-" I(Mwo,sg’)) et lel(MulaS;]))

Ainsi, pour tout 7 = 1,2,3, les germes de feuilletages ]:—wol ( M (ol) et

w9

.7:&,]|<Mw175511)
"branche morte” B; et montrons, pour chaque j = 1,..,p—1, que les feuilletages
}—w0|( Moy ;) et (]:wll( Mul,ouo(z,-))) sont analytiquement conjugués. Consid-
érons la composante irréductible D; de la "branche morte” B;. Supposons
qu’il existe un biholomorphisme ¢, : (Muy,,2;) — (My,,0u0,(75)) tel que
‘Fw0|(./\/lu0,xj)
morphiquement conjuguées. La composante D; étant de valence 2, les holonomies
hj_1,; et g;j_1,; sont aussi conjuguées. Les valeurs propres des singularités z; et
0w, (z;) étant égales, il existe ( toujours en utilisant le lemme 3.2.4, [Mats],ou
le lemme 3.2.5 ,[Mezs| ou le lemme Martinet-Ramis, [Mar-Ram;]) un germe de

sont analytiquement conjugués. Placons nous maintenant sur la

= qﬁj(]}wll(Mw] oo, (zj))), alors les holonomies h; ; et g, ; sont holo-

35La formule de indice de Camacho-Sad [Cam-Sad].
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biholomorphisme ¢; | : (Muyg,2j-1) — (Mo, , 04, (2-1)) qui conjugue les ger-
et F

mes de feuilletages }—w0|( w1l (M, ey (251

Mags 1) ) Ainsi la conjugaison

analytique des germes de feuilletage fwol ( M5O ) et }—wll (M e J) induit, par

w15 wqsS;

ce raisonnement, pour chaque j = 1,..,p — 1, que les feuilletages Fw0|(

et (F, J( M‘”‘l’awl(mfi))) sont analytiquement conjugués

w

/M“"O ,ZK]')

La vérification de la SL-équivalence des feuilletages (F.,,,id,id, Lo, p]) et
(Fors Ay, 0wy, [Ty, p]) marqués par Fo,, est alors immédiate. m

4.3 Résultats sur les feuilletages pré-simples.

Considérons un germe de feuilletage holomorphe F,, de (C?,0) singulier &
lorigine. Fixons U = (M, Us)icComp(D. )us, un recouvrement adapté du germe
de variété (M., D,,) . Notons B 7 ,resp. Xz , le faisceau de base D, des germes,
aux points de D, des champs de vecteurs holomorphes tangents au diviseur dont
le flot laisse invariant le feuilletage F.,, resp. des champs tangents au feuilletage

Fu. Considérons le faisceau quotient 7z donné par la suite exacte courte :
0—-Xz =Bz =Tz —0
Nous notons 7 (w) la dimension complexe de H' (U, 7% ) .

Définition 4.3.1 Le germe de feuilletage F,, est dit simple si les entiers T (w)
et § (w) sont tous deux nuls.

Nous dirons quun germe de feuilletage est SL-stable si tout germe de dé-
formation SL-équisinguliére d’espace de parameétres quelconque (CP,0) de F,
est localement analytiquement trivial. On a le résultat, dt & Mattei-Salem dans
[Mat-Sal; |, suivant :

Théoréme 4.3.2 Un germe de feuilletage holomorphe F,, de (C2,0) singulier
a Dorigine, non dicritique, est SL-stable si, et seulement si, il est simple.

En utilisant le critére de calcul de la dimension de H' (Z/l , T}:w) donné par
J.F.Mattei et E.Salem dans [Mat-Saly], J.F.Mattei montre que tout germe de
feuilletage de 2° espéce pré-simple est simple. En adaptant le Théoréme B a ce
cadre, on obtient immédiatement les lemmes :

Lemme 4.3.3 Soient F,,, et F,, deuxr germes de feuilletages holomorphes de
(C2,0), de 2° espéce, simples, de type A, E, qui sont marqués par F,,,. S’ils sont
SL-équivalents alors ils sont faiblement SL-reliés.

Lemme 4.3.4 Soient F,,, et F.,, deux germes de feuilletages holomorphes de
(C2,0), de 2° espéce générale, simples, de type D, qui sont marqués par F,,.
S’ils sont SL-équivalents alors ils sont faiblement SL-reliés.

Nous avons les deux théorémes suivants, l'un concerne les feuilletages de
type A,E et autre les feuilletages de type D :

Théoréme 4.3.5 Soit F,,,, ¢ = 0,1, un germe de feuilletage holomorphe sin-
gulier de (C2,0) de 2°espéce pré-simple, de type A,E, de méme type d’Arnol’d
a Uorigine. Si il existe un marquage par F,,, des feuilletages F, et F., pour
lequel ces feuilletages marqués sont SL-équivalents alors F.,, et F., sont analy-
tiquement conjugués.
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Théoréme 4.3.6 Soit F,,,, i = 0,1, un germe de feuilletage holomorphe sin-
gulier de (C%,0) de Zespéce générale, pré-simple, de type D, de méme type
d’Arnol’d & Uorigine. St il existe un marquage par F,,, des feuilletages F,,, et
Fuy, pour lequel ces feuilletages marqués sont SL-équivalents alors F.,, et Fu,
sont analytiquement conjugués.

Ces deux théorémes se démontrent de la méme maniére :

Preuve. Nous savons que tout germe de feuilletage de 2°espéce pré-simple
est simple, de plus [lemme 4.2.1, resp. lemme 4.2.2] les feuilletages marqués
par F,,,, que nous notons F\ et f;\f‘ sont faiblement SL-reliés : Il existe une

0
collection de feuilletages (FZ7), c{0..m) MATqués par Fuo tels que pour tout
i =0,..,n — 1, les feuilletages marqués .7-"5\? et fé\;‘ﬂ sont reliés par un germe

de déformation SL-équisingulier, .7:7#, de parametres P = (C, [0, 1]), marqués
par Fu,. Fixons 7., i = 0,..,n — 1, I'une de ces déformations : En appli-
quant le théoreme 4.3.2, en chaque point x de [0, 1], nous obtenons lexistence
d’un recouvrement (Uz),c(o ) ouverts de [0,1] tel que la déformation F,, est
analytiquement triviale le long de chacun des ouverts (C,U,). Par compacité
de [0,1], nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini, ”ordonné”, d’ou-
verts (U;) j=o0,.. e possédant pas d’intersection trois a trois. ”Par distributivité

de la conjugaison holomorphe”, les feuilletages marqués par F,, .7-"5}" et fa/}f+l ,

sont analytiquement conjugués par un biholomorphisme respectant le marquage,
1 =20,..,n — 1. La conclusion s’en suit. ®

En utilisant les notations des lemmes 4.2.1 et 4.2.2, nous résumons ces ré-
sultats dans le :

Corollaire 4.3.7 Soient F,,, et F,,, deux feuilletages singuliers de (C2,0) de
2° espéce, pré-simples.

1. Supposons ces deux feuilletages de méme type Ay, ou Eg, ou Eg. Alors
ils sont analytiquement conjugués si, et seulement si, il existe un germe
de biholomorphisme ® : (T, ¢(0) — (T ¢ qui conjugue les germes
de difféomorphisme d’holonomie h;o) et h;l), 7=1273.

2. Supposons ces deux feuilletages de méme type Aan_1, ou Er, ou de 2° espéce
générale de type D. Alors ils sont analytiquement conjugués si, et seule-
ment si, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Il existe un germe de biholomorphisme ® : (T©) ¢(©) — (T ¢1)
qui conjugue les germes de difféomorphisme d’holonomie h;o) et h;l),
i=1,23;

(b) Les valeurs propres de la partie linéaire des champs de vecteurs as-
sociés aux germes de feuilletages réduits aux points s et s

j E sont
égauz, j =1,2,3.

4.4 Application aux singularités nilpotentes.

Un germe de feuilletage holomorphe de (C2,0), F,,, défini par un germe de
1-forme w de 1-jet non nul est appelé singularité nilpotente par de nombreux
auteurs Berthier, Cerveau, Moussu, Méziani lorsque la partie linéaire du champ

associé est du type ( 8 (1) ) . La forme normale formelle d’une telle 1-forme
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est du type wnpa = d(y? + 2%) + azP(1 + 2V (z)) avec o € C*, V € C|[[z]],
n € N>3, p € N>g. Elle définit un feuilletage de 2°espeéce lorsque n # 2p et
n=2p a¢ {:N:Z(\/F + #), reQnjo, 1]} . Le calcul de la réduction a partir
de la forme normale montre que ce type de feuilletage est de type A et ne
posséde pas de singularité réduite de type noeud dans son feuilletage réduit par
éclatements. Ces feuilletages correspondent a un cas étudié par divers auteurs

( [Cer-Mou], [Mez;], [Mezs], [Ber-Mez-Sad]) et les problématiques rencontrées
sont :

1. ?L’holonomie de la séparatrice classifie-t-elle le feuilletage ?” (question de
R. Thom) a laquelle Méziani donne une réponse négative.

2. "L’holonomie de 'unique composante irréductible du diviseur de valence
3 classifie-t-elle le feuilletage 77

3. ”Deux tels feuilletages formellement conjugués (resp. topologiquement con-
jugueés) sont-ils analytiquement conjugués ?”

En fait, la seconde problématique est incomplétement posée si I'on ne fixe
pas un systéme de lacets générateurs du pseudo-groupe d’holonomie sur la com-
posante de valence 3. Elle se reformule dans notre travail par :

2b. ”?Deux tels feuilletages SL-équivalents sont-ils holomorphiquement con-
jugués 7’

Le théoréme 4.3.5 répond & cette problématique, il redémontre®® le résultat
de Meziani [Mezz| et 1'étend a tous les feuilletages pré-simples de 2°espece de
type E. Le théoréme 4.3.6 étend quant a lui ce résultat aux feuilletages pré-
simples de 2°espéce générale de type D.

La troisiéme problématique demande quelques lignes de plus pour y répon-
dre :

Théoréme 4.4.1 Soient F,,, et F,, deux germes de feuilletages singuliers de
(C2,0) pré-simples, de 2°espéce de type A,E, resp. de 2°espéce générale de type
D, tels que le groupe d’holonomie de l'unique composante de valence 3 est rigide.
Si les germes de feuilletages F,,, et F., sont formellement conjugués alors ils
le sont analytiquement.

Preuve. En utilisant les notations du paragraphe 4.2, la conjugaison formelle
induit :

— L’égalité des arbres duaux pondérés A =AY .

— L’existence des deux uniques bijections

Ouwy Dy — Sy

et
Ay, : Comp(Dy,,) — Comp(Dy,).

— L’égalité des valeurs propres des singularités c et o, (¢), ¢ € Xy, .

56En effet, Meziani travaille & type formel fixé, nous avons ici des hypothéses ”plus faibles” :

1. Les équations formelles des séparatrices des feuilletages Foq et Fu,; sont formellement
conjuguées.
2. De I’¢galit¢ des valeurs propres de la partie linéaire des champs de vecteurs associés
aux feuilletages F 0y et F DY -
wol (Mugss§”) (Muys§t)

wi|
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— L’existence d'un germe de difféomorphisme formel (}) :T9 — T qui con-
jugue les générateurs de I’holonomie i.e. &)o hgo) o (})71 = h;l), 7=1,23.

Par rigidité du groupe d’holonomie, le difféomorphisme ¢ est convergent.
Nous sommes alors dans les hypothéses du lemme 4.2.1 lorsque le feuilletage

Fuy €st de type Aoy, ou E, resp. du lemme 4.2.2 lorsque le feuilletage F,,, est
de type Asp—1 ou D. Aux théorémes 4.3.5 et 4.3.6 de conclure. m
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5 Appendice

Dans un premier temps, nous nous intéressons, & décrire l'existence du
groupe des automorphismes d’un chapelet de sphéres. Nous éclaircissons le lien
entre les difféeomorphismes de recollement des sphéres d’un chapelet fixé et 'ex-
istence d’automorphismes de ce chapelet.

Dans un deuxiéme temps, nous démontrons une petite propriété concernant
les difféomorphismes de (C,0). Fixons h un difféomorphisme de (C,0). Nous
montrons que si un autre difféeomorphisme f de (C,0) envoie chaque orbite de
h sur elle-méme, alors f est une puissance relative de h, i.e. f =h", n € Z.

5.1 Morphismes et automorphismes de chapelets de sphé-
res.

Dans cette section, nous sommes amenés & étudier les chapelets de sphéres
et plus précisement les morphismes entre ces espaces. Nous gardons a ’esprit
qu’un chapelet de sphéres est la représentation géométrique des espaces d’orbites
des diffeomorphismes résonnants (non linéarisables). Nous considérons les mor-
phismes entre chapelets qui sont compatibles avec cette structure sous-jacente.

Pour des raisons de cohérence, nous notons Zox = {1,..,2k}, resp. Zy =
{1,..,k}, le groupe isomorphe & Zo = {0,..,2k — 1}, resp. Z, = {0,...,k — 1},
ou 2k , resp. k, et 0 sont identifiés.

Définition 5.1.1 Notons (V,H, k) un triplet composé :
1. D’un entier k non nul.

2. D’une famille V = (V;,0;, Ooj)jeizk

sont chacune biholomorphe & (((_j, 0, oo) .

3. D’une famille H = (h;)
fiant :

(a) haj: (Vaj,005) — (Vajt1,02541) , j € L,
(b) haji1: (Vaji1,002541) — (Vajt2,00242), j € Zk.

de variétés doublement pointées, qui

€ de germes d’applications holomorphes véri-

Définition 5.1.2 Nous appelons systéme de coordonnées sur le chapelet de
sphéres (V, H, k) la donnée de biholomorphismes (z;, Z;) vérifiant les rela-
tions :
1.z : (Vj — 004,05) — (C,0), j € Zo,
Z; (Vj — Oj,OOj) — ((C,O), J € Za.

N
2. %= 7

GE€Lay,

La donnée d’un systéme de coordonnées équivaut a la donnée, pour chaque j,
d’un biholomorphisme entre (V;,0;,00;) et ((C, 0, oo) . Ainsi lorsque (z;, Zj)jeiok

et (%,Z) _ sont deuzx systémes de coordonnées sur le chapelet (V, H,k),
jGZ-_)Nk N
pour tout j € Zoy, il existe a; € C* tel que z; = a;Z; (et de fait Z; = o;Z;).

On en déduit que le nombre

k-1
—1\/ _ /
A= H (22541 0 hgj o 2’2]'1) (0) / (Z2j42 © hajp1 0 ZjS_l) (0)
j=0
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est indépendant du systéme de coordonnées choisies. Ce nombre est appelé spec-
tre du chapelet. On voit facilement qu’il existe un systéme de coordonnées qui
vérifie :
. . _ /
1. Pour tout j € Z?k, j #0, on a (Z2j+20h2j+1OZ2j£’_1) 0) =1 et
(22j41 0 hgj 0 23") (0) = 1.
2. Pour j =2k on a (zl o hay 0 z;kl)/ 0) =M\
Nous appellerons un tel systéme, systéme de coordonnées normales sur le

chapelet (V, H, k).

Définition 5.1.3 Nous dirons qu’un chapelet est trivial si les applications h;
sont linéaires, dans ce cas il existe un systéme de coordonnées mormales telles
que (zgj_H o hgjo zgjl) —id et (Z2j+2 ohgjt10 ZQ_j{H) =1id pour tout j € Zog,
j # 0 et telles que (zl o hgy 0 z;kl) (z) = Az, ot z est la coordonnée sur C.

5.1.1 Morphismes entre chapelets de sphéres.
Définition 5.1.4 Considérons C = (V = (V;,0;,00;), H = (h;),k);cz,, et
C= (ff = (‘N/j,()j,obj) ,G = (gj)vl)jeim deuz chapelets de sphéres :

1. Si % est un entier, un morphisme entre les chapelets C et C est la donnée
dun p € Zoy et d’une famille ; + V; — ‘7j+2p, Jj € 2%, d’applications
holomorphes telles que :

— L’ensemble des points critiques est inclus dans {05,005},
— On a égalité zbj_l (0j42p) =0; et wj_l (0j42p) = 005 et
— La relation (R1) est vérifiée :

(R1): Vi1 0h = gjr2p 0V

On note ce morphisme ¥ = (’(/)j,p) , la collection des 1; peut-

§€Lox
étre considérée comme une application de l'union disjointe des V; dans

Uunton disjointe des f/j On appelle indice du morphisme W [’entier p

et on note Morph (C,é) 'ensemble des morphismes de C sur C.
2. Si % ¢ N*, on pose Morph (C,é) = 0.
Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que les chapelets C et C sont
distincts et que % e N*.
Proposition 5.1.5 Considérons C = (V = (V;,05,00;) , H = (h;),k),e5,. -
C = (f/ = (‘73-,6]',6%-) .G = (gj)’l)jeig, deux chapelets de spheéres et W =
(¢j’p)j622k- un élément de Morph (C,(f’) .

1. Dans tout systéme de coordonnées (Zj’Zj)j€Z2k sur C et <2j’Zj)jeZQk
sur C , U s’écrit :
s _ q
Zi2p 0 V5 = B;%]
. e
Zj+2p © ¢j - ﬁj Zja

ou B, €C*,qgeN*, j€ Loy, et q est indépendant de j.
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2. Si les deuz systémes sont normauzx 3; = 3,41-
3. De plus, il existe des systémes de coordonnées normales sur C et C tel
que pour tout j € Zaog, B; = 1.
Preuve. Notons (z, Z) le systéme de coordonnées canoniques sur C, nous
démontrons cette proposition, assertion par assertion :
Assertion 1.
Lapplication ¢; : (C,0,00) — (C,0,00) définie

sur C — oo par Zj19, 0, 0 z;l

et
sur C — 0 par Zj 9, 0 Y0 Z;l

est une application holomorphe fixant 0 et co. Elle est du type z — ;2% et
Z — ﬁ;qu-" avec 3; € C* et ¢; € N*. Ainsi pour tout j € Zoy,
Zjpap oty = Bz et Zjvop o ;= 5;1Z;1j.
Par identification des premiers termes de 1’égalité (R1), on obtient 1’égalité
(R2):
Bir (W5 (03)) " 287 = B, ()19 (0j12p)) 2] si j est pair.

Bt (1 (00,)) " Z+ = B71 (g 40p (S0512p)) Z si j est impair.

Cela implique ¢; = g;j4+1 pour tout j € Loy
Assertion 2.

Dans les coordonnées normales, pour tout j € ng, Jj# 2k, ona:

K (0;) = g, (0;) = 1si j est pair

et
R} (005) = g (50;) = 1si j est impair.

Ainsi la relation (R2) se résume pour tout j # 2k a
—1 -1
Bjpaz; = Bjz] et B Z] = B Z].

D’ou I'égalite 8, = B;, pour tout j € ng, J # 2k.
Assertion 3.
Fixons un systéme de coordonnées normales (2, Z;) 7, surC et (%, ZJ)

- J€Zax
sur C, on a les égalités :

. 5 —1
Zjyop oy = Bzl et Zijpopotp; =B Z].

En effectuant le changement de coordonnées z; = az; et Z = a~1Z; avec
a € C* tel que a? = 87!, on obtient directement 'assertion 3.. m
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Définition 5.1.6 Considérons C = (V = (V},0;,00;), H = (h;),k);cz,, et
c=W= (Vj,()j,obj) G = (9j),1) ez, deuzr chapelets de sphéres et W =
(¢j’p)j€22k- un élément de Morph (C,é) . Nous appelons degrés partiel de U,
noté do (V) le degrés commun des ;. On a df (¥) =1 x k™' x #7t (z), ou
T € f/prgp — {ﬁj,obj}. Le degré partiel du morphisme ¥ ne dépend pas du
point x choisi et de plus pour tout j € ng, tout y;4op € ‘7j+2p, on a égalité
#p7Tt (z) = #zbj_l (yj+2p) - Il suffit de considérer des coordonnées sur C et sur
C pour s’apercevoir que le degré partiel de W n’est autre que lentier q de la
proposition 5.1.5.

Proposition 5.1.7 Considérons C = (V = (V},0;,00;) ,H = (h;),k) ez, et
C = (f) = (f/'j,()j,obj) ,G = (gj)’l)jeig, deuz chapelets de spheéres de spectre
respectif A et X\, nous avons les assertions suivantes :
~ L
A=)
2. 5i % #1 ou si % =1 et il existe un élément de Morph (C,C~) d’indice non

nul alors A = \7 = 1.

1. Sik =1 et si tous les éléments de Morph (C,(f’) sont d’indice nul alors

Preuve. Fixons un systéme de coordonnées normales (z;, Z;) sur C

GE€Lay,

et (5_7‘, ZJ) _
J€L2k
relation (R2), il existe 5 € C* tel que nous avons les égalités suivantes :

B (hiyy, (O2x))* 23, = 8 (9§k+2p (62k+2p)) 2

sur C et notons ¥ un élément de M orph (C,é) . D’apres la

et
B (Par—ap (021-25))" 25 o5, = B (g3 (0a1)) 25).
Deux cas se présentent :
Cas de l’assertion 1 :

Dans ce cas ces deux égalités n’en sont qu'une :

3 (Ray, (02x))? 28, = B (9% (021)) 221 avec k =1,

ainsi

A = ghy (021) = (hiy, (02x))" = A7

Cas de l’assertion 2 :

— Supposons k # [,
Alors on est dans le cadre ou

1/’2k Vo — V2k+2p et 7/)21 Vo — V2k+2p,

ainsi
AT = (hiy, (02x))" = (hy (021))* = 1.
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De méme on est dans le cadre ou

Voy_op t Var—ag — Vap et Wy _op 2 Vag_op — Vo,

on a

>
Il
—_

— Supposons k =,
On peut supposer que ¥ est d’indice non nul, dans ces deux cas on a
2k +2p #0 [2]] et 21 — 2p # 0 [2K] . Ainsi les équations deviennent :

A =Tleth = 1.
Ce qui termine cette preuve. ®

Proposition 5.1.8 Considérons C = (V = (V},05,00;) , H = (hj), k)¢5, un
chapelet de spheéres non trivial, alors tout endomorphisme de C est un automor-
phisme.

Cette proposition se démontre au moyen du lemme suivant :

Lemme 5.1.9 Soit h # id un germe de difféomorphisme de (C,0) tangent &
Uidentité vérifiant h(5z%) = B (h(z))4, B € C*,q € N* alors ¢ = 1.

Preuve. Notons h(z) = z (1 + a;, 2" + ) le developpement en série entiére
de h. En comparant le degré des premiers termes de 1’égalité

h(Bz1) — Bz7 = B (h(2))* — B=7,

nous constatons que ¢ + q X ig = g + g, ce qui ne se réalise quesig=1. m

Preuve de la proposition 5.1.8 :. Soit ¥ un endomorphisme de C d’indice
p. Notons (z;, Z;) un systéme de coordonnées sur le chapelet C, nous avons
deux cas :

1. p=0.
D’apreés la proposition 5.1.5, pour tout j € ng, on a zjov; = ﬁz;] ,
la relation (R2) implique Uégalité h;(B2]) = 3 (h;j(2;))? et donc [lemme
5.1.9] ¢ = 1.

2. p#£0
De la méme maniére en utilisant la propositon 5.1.5 et la relation (R1) on
obtient 'égalité hjio,(82],9,) = B (h;(z;))7. Par itération de cette égali-
té on obtient hji2,(8™2 %) = B™ (hi(2;))™9, ot mp = 0 [2k], et donc
[lemme 5.1.9] ¢ = 1.

jeZQk

En d’autres termes ¥ est un automorphisme de C. m

5.1.2 Automorphismes de chapelets de sphéres.

Considérons C = (V = (V},0;,00;) , H = (h;), k) ;7,, un chapelet de sphéres,
non trivial, et étudions les automorphismes de cet espace. Notons Autg (C)
I’ensemble des automorphismes de C d’indice 0.

Proposition 5.1.10 Soit ¥ = (v,) un automorphisme de C d’indice p.

1€701
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— Si p est nul, alors pour tout i € 2%, Uapplication ; - V; — V; est une
rotation rationnelle d’angle % €eQ, (I,r)=1

— Si p est non nul, alors le spectre du chapelet est égal o 1 et l’itéré ¥™ de
U est un automorphisme d’indice 0, ou m est un entier vérifiant mp =0

[2K].
On vérifie facilement le lemme suivant :

Lemme 5.1.11 Un germe d’application h : (C,0) — (C
différent de Uidentité, réalise l’équation Bh (z)

exister € N* tel que h est du type h (z) = z(1+ > a;
leZ,.

—~~

0) tangent a lidentité,
st, et seulement si, il

2iml

)
(z")),a;€CetB=e"r,

Preuve de la Propostion 5.1.10.

1. Examinons d’abord le cas ou p est nul.
Fixons (2i, Zi)icz,,
C. D’aprés la proposition 5.1.5, il existe 5 € C* tel que pour tout ¢ € Zoy,
nous avons les égalités

un systéme de coordonnées normales sur le chapelet

zio, = fBziet Zio; = 81z,
La relation (R1) implique alors
Blzig10hioz ") (2) = (zip1 0 hio 2, ) (B2)

ol z est la coordonnée canonique sur C. Ainsi d’aprés le lemme 5.1.11, il
existe 7 € N* tel que h est du type

(zisrohioz ) () =51+ Y i (57)),
JEN*
otua;; €C, 8= et e Z,. Considérons maintenant un autre systéme

de coordonnées (Z;, Z) sur le chapelet C. D’aprés la définition 5.1.2,

” 1€70k N
pour tout @ € Zoy, il existe a; € C* tel que z; = ayz; et Z; = ozi_lZi. Nous

obtenons le diagramme suivant :

c &
T zil N
c & v oy A

ou (z, Z) est la coordonnée canonique sur C. Ainsi

- 1 1y, 1
Zioy, 0% T =a(zio; 0z oy - = B

Il est également clair que le developpement en série de h; dans les coor-
données (%;, Z;) est du type

Giprohioz ) (2) =2(1+ D bij(27)"), bij € C.
JEN*
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2. Considérons maintenant le cas o p est non nul.

La seule chose & démontrer concerne le spectre du chapelet : pour cela
considérons (z;, Z;) ic7,, un systéme de coordonnées sur le chapelet C, la
relation (R1) appliquée & ¥ implique alors

Blz1 0 hoy 0 2') (2) = (22p1 0 hoy © 23, (B2).

En dérivant, en 0, cette égalité on obtient S\ = £, ou A est le spectre du
chapelet.

Ce qui achéve cette démonstration. m

Corollaire 5.1.12 Pour tout systéme de coordonnées (z;, Z;) sur le cha-

pelet C, nous avons les assertions suivantes :

1€Z0x

1. Le sous groupe Autq (C) n'est pas réduit a lidentité si, et seulement si, il
existe r € N* — {1} tel que pour tout i € Zay, h; est du type

Zi41 © h; = aizi(l + Z Qg ; (zf)i),aiyj eC, ao; € C*.
JEN*

2. L’ensemble des automorphismes d’indice non nul est non vide si, et seule-
ment si, il existe p € Zoy, € C*, tel que pour tout i € Zog, on a l’égalité

B(zigr 0 hioz71) (2) = (22p1it1 © hapyi 0 23,1 ,) (B2) -

Proposition 5.1.13 L’application d’indice Ind : Aut (C) — Zak qui, & un mor-
phisme, associe son indice est un morphisme de groupe; ainsi il existe p € Zo
tel que son image est un sous groupe de Zay, engendré par p, noté pZak. On a
alors la suite exacte de groupe :

0 — Auto (C) — Aut (C) — pZaor — 0
La démonstration de cette proposition est classique.

Proposition 5.1.14 (Automorphismes de chapelets triviaux) Considérons
C=V=(V;,05,00;),H = (hj), k)3, un chapelet trivial, les automorphismes
de C dépendent du spectre du chapelet, A\, ainsi :

1. Si A =1, alors Aut (C) = {V = (¥;);ez,,

tout i € Zoy Uapplication ; : V; — V; est une homothétie de rapport
B € C*} >~ Zop x C*.
2. i A # 1 alors Aut (C) = {V = (¢;);¢3,, d'indice 0 tel que pour tout

i € Lok Uapplication ¢, : V; — V; est une homothétie de rapport B €
(C*} ~ (C*.

d’indice p € Zak tel que pour

La preuve est laissée au lecteur, elle est triviale : il n’y a plus de condition
induite par les applications h;, i € Zop — {2k}, qui dans un bon systéme de
coordonnées sont toutes l'identité.
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5.2 Germe de difféomorphisme de (C,0).

Ce paragraphe permet de traiter spécifiquement les problémes rencontrés
dans ce travail concernant les germes de difféomorphisme de (C, 0). Fixons A un
germe de difféomorphisme de (C,0) et supposons qu'il vérifie la condition :

LR (0)] #1
ou bien,
(x) = 2. W(0) =e?™ acQ
ou bien,
2. h'(0) = e?™ o ¢ Q, et h est linéarisable.

Soit f un élément de Dif f(C,0) et U un voisinage ouvert de 0 dans C, notons
fu le représentant de f sur U. On définit la U-orbite de f d’'un point z € U,
O{; (2) comme Pensemble des pOINtS ..., 2y, Z_mt 1y ooy 20 = 2, ooy Zny Znd1, - d€
U tels que zgy1 est 'image de z; par Papplication f.

Définition 5.2.1 Nous dirons que f est compatible avec h s’il existe des voisi-
nages ouwverts V et W 1-connexe de 0 dans C, W C V., sur lesquels f et h
admettent des representants holomorphes tels que h (W) CV, f (W) C V et tel
que pour tout z € W,on a f(OF, (z)) C OF ().

Proposition 5.2.2 Soit f un élément de Dif f(C,0) compatible avec h et sup-
posons que h vérifie la condition (x). Alors il existe n € Z tel que f = h™.

Preuve. Soient V et W deux voisinages ouverts de 'origine satisfaisant les
conditions de la définition 5.2.1. Tout d’abord nous recherchons un domaine
"invariant” fermé QQ C W de h qui contient 0,(i.e. A (2) C 2 > 0). Remarquons
que tout domaine ”invariant” de h est aussi un domaine invariant de f.

Si h est linéarisable, nous le supposons non dilatant (quitte & considerer son
inverse), le domaine € recherché est alors, dans des coordonnées appropriées,
un disque fermé centré en 0 inclus dans W.

Si h est résonnant, non linéarisable, il existe ) un fermé 1-connexe de C,
contenant 0 dans son adhérence, saturé par les orbites de h, i.e. h (Q) = Q.

h est résonnant
non linéarisable

h est linéarisable

"orbites" de h sur Q

F1G. 24 — Representation du domaine 2

Par hypothése, pour chaque z € Q, f(z) € O} (z), ainsi il existe n. € Z,
tel que fo (z) = hg® (2). L'application n : @ — Z, z — n. va d’un ensemble
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continu dans un ensemble dénombrable, ainsi il existe p € Z tel que n~! (p) est

o]

un ensemble infini non dénombrable de . De plus, pour tout z € Q, kP (z) et
f (#) sont des points de Q. L’application holomorphe h? — f admet une infinité
non dénombrable de zéros sur le compact €2, par le théoréme des zéros isolés,
on obtient 1’égalité des représentants de h? et f sur 2 et par suite 'égalité des
germes h? = f. m

Considérons f un élément de Dif f(C,0), nous dirons que f appartient au
centralisateur de h, noté f € Cen(h), si f commute & h.

Dans [Mar-Ramsg], J. Martinet et J.P. Ramis associent a chaque difféomor-
phisme h € Dif f(C,0) résonnant, non linéarisable, une classe d’isomorphisme
de chapelet de spheres C (h) = [C,] de maniére que :

1. Si Ay et ho sont formellement conjugués alors : hy et ho sont analytique-
ment conjugués si, et seulement si, C (h1) = C (h2) .
2. Pour chaque représentant C (k) de la classe [Cp] on a la suite exacte suiv-

ante
(h) — Cen(h) — Aut (C (h)) — 0.

Pour une démonstration de I'assertion 2., le lecteur se référera au cours de F.
Loray, [Lory], particulierement au Chapitre I.10 ” Les symétries du chapelet”. On
remarque tout de méme que lexactitude suivante (h) — Cen(h) — Aut (C (h))
est directement démontrée par la proposition 5.2.2.
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Chapitre 6.:

Au capitaine de ce navire,

A qui I'équipage rend grace
d’avoir été conduit a bon port.

Merci chef.
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Section 6.0. :

5T0po pink telo ymes.
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